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PRZEDMOWA
DO WYDANIA TRZECIEGO

Analiza matematyczna jest podstawowa dyscyplina matematyki wyktadang
zarowno dla studentoéw uczelni technicznych, jak i dla studentéw roznorakich
kierunkow studiow uniwersyteckich. Opanowanie analizy w takim zakresie,
ktory umozliwiatby swobodne operowanie jej pojeciami i metodami, a takze
stwarzatby mozliwo$¢ stosowania tych poje¢ i metod w innych naukach oraz
np. w praktyce inzynierskiej, wymaga rozwiazania wielu zadan i problemow.
Zadania te pojawiaja si¢ albo w ramach samej analizy, albo tez sq zwiazane
z roznorodnymi jej zastosowaniami.

Celem autorow jest dostarczenie studentom takiego zbioru zadan, z ktorego
mogliby korzysta¢ zardbwno wtedy, gdy zechca opanowa¢ podstawowe pojecia
i metody analizy matematycznej, jak rowniez i wtedy, gdy beda chcieli poznac
i zglebi¢ bardziej zaawansowane i przydatne w zastosowaniach jej narzedzia.
Zbior ten zawiera zadania odpowiadajace zakresowi materialu z analizy
matematycznej, jaki jest wykladany przewaznie w czasie pierwszego roku
studiow technicznych i1 uniwersyteckich. Jest to z pewnos$cia material dla
studentow bardzo trudny, poniewaz opiera si¢ on gléwnie na takich fundamen-
talnych pojeciach analizy, jak pojecie granicy i ciagtosci. Szczegdlne trudnosci
w przyswajaniu tego materialu maja studenci studiow technicznych oraz
niematematycznych kierunkow studiow uniwersyteckich.

Przedktadany zbior zadan wychodzi naprzeciw tym metodom, w nauczaniu
analizy matematycznej, ktore zrywaja z zadaniami typowymi i rozwiazywanymi
mechanicznie, ktadac glowny nacisk na zadania wymagajace od rozwiazujacych
pewnego wysitku myslowego. Zbior ten jest przeznaczony gltownie dla studentow
kierunku matematyki studiow uniwersyteckich. Moga z niego korzysta¢ roOwniez
studenci uczelni technicznych, studenci roznych kierunkéw uniwersytetow,
wyzszych szkot pedagogicznych i akademii ekonomicznych, dla ktorych analiza
matematyczna jest przedmiotem podstawowym lub pomocniczym.

Wychodzac naprzeciw potrzebom duzej grupy studiujacych na takich
kierunkach, jak: ekonomia, zarzadzanie i marketing, fizyka, chemia, biolo-
gia, autorzy zamiescili w obecnym wydaniu dodatkowy rozdzial, zwany ,,Do-
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datkiem”, w ktorym zamieszczono zadania i problemy nawiazujace do tych
potrzeb.

Zbior jest podzielony na dwie czgsci, z ktorych pierwsza zawiera teksty
zadan. W drugiej za$ (nieco obszerniejszej) podano odpowiedzi, wskazowki oraz
czesciowe lub nawet catkowite rozwiazania wigkszosci zawartych w pierwszej
czesdci zadan. Kazda ze wspomnianych dwoch czgéci jest podzielona na szesnascie
rozdzialow, wzajemnie sobie odpowiadajacych. W rozdziatach tych sa zawarte
zadania dotyczace poszczegolnych dzialdow analizy matematycznej.

Aby ulatwi¢ studiujacym korzystanie ze zbioru, zadania kazdego rozdziatu
podzielono na trzy czesci, oznaczone odpowiednio jako czgsci A, B1 C. W czesci
A kazdego rozdzialu znajduja si¢ zadania stosunkowo latwe, czasami nawet
standardowe, ktorych przerobienie zapewnia opanowanie podstawowego mate-
rialu z analizy matematyczne;.

Nieco trudniejsze zadania sa zebrane w czgSciach B. Wymagaja one od
studiujacych niejednokrotnie duzej inwencji i sa z reguly przeznaczone dla
studentow bardziej uzdolnionych matematycznie.

W czgsciach C zebrano zadania, ktore czgsto nawiazuja do kilku dzialow
analizy matematycznej, maja wigc charakter syntetyczny. Sa to takze najtrudnie;j-
sze z zadan kazdego rozdzialu. Z zadan tych z powodzeniem moga korzystaé
studenci kierunku matematyki uczelni pedagogicznych i uniwersytetow.

Zbidr ten zawiera rozdzial, ktory prawie wcale nie pojawia si¢ w dostepnych
zbiorach zadan. Jest to rozdzial XI zatytulowany ,,Rownania funkcyjne”.
Zamieszczone w nim zadania i problemy sa w zasadzie przeznaczone dla
entuzjastoOw i hobbystow matematyki. Duza satysfakcja autorow bedzie, jezeli
wsrod studentow tacy entuzjasci si¢ znajda.

Pragniemy wyrazi¢ podzigkowanie recenzentom tej ksigzki, panu dok-
torowi Grzegorzowi Decewiczowi i panu profesorowi Stanistawowi Szufli, za
wiele cennych uwag, ktore przyczynily si¢ do usunigcia wielu usterek i ulepszenia
tekstu. Dzigkujemy rowniez panu doktorowi Andrzejowi Birkholcowi za
wnikliwe uwagi i spostrzezenia, ktore pozwolily wyeliminowa¢ w trzecim
wydaniu niektore bledy i niekonsekwencje.

Rzeszoéw, w lutym 1996 Jozef Banas
Stanistaw Wedrychowicz



Rozpziar 1

INDUKCJA MATEMATYCZNA

Czeé¢ A
1. Pokazac, ze
1424+..+n= n(n2+ b
dla dowolnego n naturalnego.
2. Pokazac¢, ze
n(n+1)2n+1)

124224+ .. +n% = 6

dla dowolnego neN.

3. Udowodni¢, ze

PB+224+ .40 =(1+24..+n)?
dla dowolnego neN.
Wskazowka: Skorzystac z zad. 1.

4. Udowodni¢, ze dla dowolnego ne N liczba postaci 34"*2 + 1 jest podziel-
na przez 10.

5. Pokazac¢, ze dla dowolnego nelN liczba 13" —7 jest podzielna przez 6.

6. Pokaza¢, ze dla dowolnego n naturalnego takiego, ze n > 5 zachodzi
2" > n?,

7. Niech a bedzie dowolnie ustalona liczba rzeczywista, a > — 1. Wykazac,
ze dla dowolnego neN jest spetniona nierownosé¢

(14+a)"=14na
zwana nieréwnosciq Bernoulliego.

8. Udowodni¢, ze dla dowolnego n naturalnego oraz x rzeczywistego
zachodzi niero6wnosc

|sin nx| < nlsin x|.
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9. Udowodni¢, ze dowolna kwote pienigdzy zlozona z n zlotych (n > 4)
mozna wyplaci¢ monetami 2 i 5 ztotowymi.

10. Udowodni¢, ze suma katow wewnetrznych w n-kacie wypuktym wynosi
(n—2)m.

I1. Wyznaczy¢ liczbg odcinkow taczacych n punktéw na plaszczyznie,
z ktorych zadne trzy nie sa wspotliniowe.

12. Wyznaczy¢ liczbe przekatnych w n-kacie wypuklym.

13. Udowodni¢, ze
(n+1)(4n* +8n+3)
3

12432452 +..+Q2n+1)? =
dla dowolnej liczby naturalnej n.

14. Pokaza¢, ze dla dowolnego ne N jest prawdziwa rownosé
1 1 1 1 n

13735 57 Y Qs hanr ) gt

15. Wykazac, ze
1 1 1 n

12 23 T T e T s

dla ne N.

16. Udowodni¢, ze dla dowolnie ustalonych a, beR oraz dla dowolnego
neN zachodzi tzw. wzdr dwumianowy Newtona

(at+by =Y (Z) ab
k=0
17. Pokazac, ze
224+4+ .. +02n)° =22 +4+..4+2n)?
dla dowolnego ne .

18. Pokazac¢, 7ze dla dowolnego ne N zachodzi rownosé
.n+.2n+ +.n1r 2 nt . n+1
sin— + sin—— + -+- + sin— = 2sin— sin

3 3 3 6

TC.
19. Wykaza¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 4"+ 15n—1 jest
podzielna przez 9.

20. Pokazac, ze liczba 10"+4"—2 jest podzielna przez 3 dla dowolnego
ne M.

21. Udowodni¢, ze liczba postaci n®+2n jest podzielna przez 3 dla
dowolnego ne M.

22. Udowodnic, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 5" +2-3" ' 41 jest
podzielna przez 8.
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23. Pokazaé, ze dla dowolnego neN liczba 25" +32"*2 jest podzielna
przez 11.

24. Udowodni¢, ze

1 1 1
I+ ——+—+ - + > /n
J2 3 Jn Vn
dlaneN, n>2.
Czes¢ B
25. Pokazac¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 1172 +122"*1! dzieli
si¢ przez 133.
26. Pokazac, ze n” —n jest podzielna przez 7 dla kazdego neN.
27. Pokazaé, ze n® —n jest podzielna przez 6 dla kazdego neN.

28. Niech ne, n > 2 oraz niech a,, a,, ..., a, beda dowolnymi liczbami
tego samego znaku takimi, ze q, > — 1 oraza, # Odlak = 1, 2, .., n. Udowodni¢,
ze zachodzi nierownosc

I+ap)(l+ay)....(14+a,)>14+a,+...+a,
zwana nierownosciq Weierstrassa.

29. Pokazadé, ze dla kazdego n naturalnego parzystego liczba n> +20n jest
podzielna przez 48.

30. Udowodni¢, ze
1 ! + ! ! + + ! ! = ! + ! + +i
2 3 4 2n—1 2n n+l  n+2 2n

dla kazdej liczby naturalnej n.

31. Pokazac, ze
10" —9n—10

I+11+111 44111 =
— 81

n

dla dowolnego neN.

32. Wykazac, ze

. ( nh> . (n+1)h
sin x+7 - sin 3
sinx +sin(x+h)+ ... +sin(x+nh) =

sin —
2

gdzie h # 2kn, k =0, +1, +2, ..., za$ n jest dowolna liczba naturalna.

33. Pokazaé, ze dla dowolnego n naturalnego, n > 2, jest spelniona

nierOwnos¢
1+%+%+... >2(/n+1-1)

1

7

+
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34. Pokazad, ze

1 1 1 1 1
F+?+?+"'+7<2——

n n
dla dowolnego neN.

35. Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n jest spetniona nierdw-
nos¢

1 1
e —— S 1.
n+1+n+2+ +3n+1>

36. Niech a i b beda dowolnymi liczbami dodatnimi. Pokazaé, ze
(@a+b)" <2"(a"+b"
dla dowolnego neN.

37. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n jest prawdziwa rownosé

1
1:2242-32+ .. +n(n+1)? = En(n+1)(n+2)(3n+5).

38. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 3 jest prawdziwa
nierownosc¢
3*>n-2"

39. Udowodni¢, ze jezeli a,,a,,.., a, (n > 2) tworza ciag arytmetyczny
iag;#0dlai=1,2,..,n,to
1 1 1 n—1
+

a,a, a,a, a,-ia, aa,
40. Wykazac, ze dla dowolnego ne N sa prawdziwe nast¢pujace rownosci:

1
sin <n+ 5) X

1 n
a) 5+ Y. coskx = , dla xeR oraz x # 2kn

k=1 2sin5
(k=0,+1,+2,.),
b 1
n cosz—cos<n+—)x
b) ) sinkx = , dla x takich jak w a),
k=1 2sin>
2
1
1 n (—1)"cos<n+ §>x
©) 5+ Y (—1)coskx = . , dla xeR oraz
k=1 20035

x#Qk+Dn (k=0,+1,+2,.)
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41. Udowodni¢, ze dla dowolnego neN zachodzi rownosc

12—22+32—42+‘..+(—1)"‘1~n2=(—1)”'1————n("2+1).

42. Udowodni¢, ze jesli x, €[0,n] dla k = 1,2,...,n, to
sin (x; +x, + ...+ X,)| < sinx; +sinx,+...+sinx,
dla neN.

43. Pokazac, ze
" (n
="
()
dla kazdego neN.
44. Udowodnic¢, ze
Y (- 1)k("> =0
K=o k
dla neN.

45. Pokazaé, ze liczba 5- 72" D 4 23" jest podzielna przez 41 dla dowolnego
nelN.

46. Udowodni¢, ze liczba 2"*2-3"+5n—4 jest podzielna przez 25 dla
kazdego nelN.

47. Wykaza¢, ze dla kazdego naturalnego n, n > 2, liczba 22" —6 jest
podzielna przez 10.

48. Pokazaé, ze liczba n® + 5n jest podzielna przez 6 dla dowolnego neN.
o n nr on. .
49. Udowodni¢, ze suma — + — + 3 jest liczba naturalna dla kazdego

6 2
nelN.

50. Pokaza¢, ze (Z) jest liczba catkowita dla kazdego neNU{0} i dla
kazdego k catkowitego, 0 < k < n.

51. Udowodni¢, ze liczba 10""! —10(n+ 1)+ n jest podzielna przez 81 dla
dowolnego neN.

52. Metoda indukcji udowodni¢, ze wielomian
nx"t1—(n+1)x"+1
jest podzielny przez trojmian x*—2x+1 dla dowolnego neN.

Czesc C

53. Udowodni¢, ze jesli iloczyn n liczb dodatnich (n > 2) jest rowny 1, to ich
suma jest nie mniejsza niz n, tzn. jesli x, - x,-..."x, = l oraz x, > 0,..,x, > 0, to
X;+Xx,+..+x, = n
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54. Udowodni¢, ze srednia geometryczna n liczb rzeczywistych nieujem-
nych (n > 2) jest nie wigksza od $redniej arytmetycznej tych liczb, tzn.

X +X,+..+Xx

Xy Xyt X, < %, dla x, >0,..,x, > 0.

Wskazowka: Skorzysta¢ z zad. 53.
L n+1\" - .
55. Pokazag, ze n! < > dla dowolnej liczby naturalnej n, n > 2.

1 n
("J’_)S".Jr—l)] dlan> 2.

Wskazowka do zad. 55 i 56: Wykorzystaé nierownosci z zad. 54.

56. Pokazac¢, ze (n!)? < I:

5§7. Niech n bedzie dowolnie ustalong liczba naturalna, n > 2. Pokazad, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich X1, Xy, .., X, Zachodzi nierownosé

X, X, Xp—1 X,

e SR +>n

X2 X3 Xn X1

58. Na pierwszym z trzech oznakowanych pol jest zbudowana piramida
znkrazkow w ten sposob, ze krazki o $rednicy mniejszej sa polozone na krazkach
o Srednicy wigkszej. Wyznaczy¢ minimalna liczbe ruchow potrzebnych do
przeniesienia tej piramidy na trzecie pole zaktadajac, ze w jednym ruchu
przenosimy tylko jeden krazek ktadac go na jedno z trzech pél i na krazek
mozemy potozy¢ tylko krazek o $rednicy mniejszej.

59. Niech k bedzie dowolnie ustalong liczba naturalna, k > 2. Pokazaé, 7e
dla dowolnego neN sa spelnione nieréwnosci:

k+1

> 14254+ (n—1),

a) 1 +2*+ .. +(n—-1)

n“% 1 1

b) 1>1+2k+m"+nk.
1— =
k

60. Udowodnic, ze jesli m, n oraz k sa liczbami calkowitymi nieujemnymi
takimi, ze k < m+n, to

(o) E0000)

61. Pokazac, ze dla kazdego ne N spetniona jest rownosé

n\? L (" 2 - 2 (2n
0 1 n) \n)
Wskazowka: Skorzystaé z zad. 60.
62. Na plaszczyznie poprowadzono n prostych, z ktorych zadne dwie nie sa

rownolegle i zadne trzy nie przechodza przez ten sam punkt. Wyznaczy¢ liczbe
czgSei, na ktore te n prostych dzieli plaszczyzne.
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63. Udowodnié, ze wérod obszarow, na jakie dzieli ptaszczyzng n prostych,

. (n—1)(n-2)

jest co najwyzej > obszarow ograniczonych.

64. Wykazac, ze

1 1 1 1
arctgz +arctg§ +arctg§ + .- +arctg—2F = arctgn—_r:_—1

dla dowolnego neN.

n+1
e

65. Udowodni¢, ze I/ n! > dla kazdego neN.

66. Wykazac, ze n! > (g) dla dowolnego neN.

67. Wykazac, ze n! < e<%) dla dowolnego neN.

68. Udowodni¢, ze dla kazdego neN zachodzi nierdwno$¢ (2n)! < 22"(n!)*.
69. Udowodni¢, ze n"*! > (n+1)" dla kazdego n naturalnego, n > 3.
70. Pokazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nier6wnosc
2
( n> < 4"
n
71. Pokazaé, ze dla dowolnego neN zachodzi nier6wnos¢
4 (2n>
2/n \n)

72. Wykazaé, ze dla dowolnego neN jest spelniona nierownosc

13  2n-1 < 1
247 T S et
. . . . a,%_ 1+ 2
73. Ciag liczb {a,} jest okreslony nastepujaco: a, = a, =1, q, = Y
n—2

Wykazaé, ze wszystkie wyrazy tego ciagu sa liczbami catkowitymi.

a+c?

. 27
gdzie a jest zadana liczba z przedziatu (0, 1). Pokaza¢, ze wszystkie wyrazy ciagu
{b,}, gdzie b, = 1—/1—a—c,, sa dodatnie.

75. Polaczono n punktoéw strzatkami w taki sposob, ze kazda para roznych
punktow jest potaczona strzatka. Udowodni¢, ze istnieje ,,centrum”, czyli punkt,
z ktorego mozna dojéé¢ do kazdego innego w co najwyzej dwoch krokach, idac
zgodnie z kierunkiem strzalek.

74. Niech ciag {c,} bedzie okreslony nastgpujaco: ¢, = %, Cny1 =
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76. Wykazac, ze dla xeR i dla dowolnego n naturalnego

n—

P —x+1)(x*—x2+1) .. (" —x*" 1) =

x2+x+1
77. Dowiesc, ze dla kazdej liczby naturalnej n wielomian
* =D —x24+x—1)"+(x+1)x* !

dzieli si¢ przez x5+ 1.

78. Pokazaé, e dla kazde N liczba 7 4 1 4 1
. (o] zac, ze a Kaz gO ne 1CZDa 24 4 24

naturalnag.

¥ x4

+ Z jest liczba

79. Wykaza¢, ze dla dowolnego ne N jest spelniona nieréwnosé

:/E<1+\/g.

80. Udowodni¢, ze dla dowolnych a, beR oraz dowolnego nelN jest

prawdziwa rownos$é¢

y <Z> ka*b"™* = na(a+by 1.
k=1

81. Pokazac, ze dla dowolnego neN sa prawdziwe nastepujace zaleznosci:

a) Y (Z)k =2,

k=1
b ¥ (—1)"<n>k =0, (n>2)
k=1 k
Wskazowka: Skorzystaé z zad. 80.
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RACHUNEK ZBIOROW

Jezeli A jest podzbiorem zbioru X, to roznicg X \ A bedziemy nazywaé dopelnieniem zbioru
4 (do zbioru X) i oznacza¢ symbolem A'. Méwiac o dopetnieniach pewnych zbioréw bedziemy
zawsze zakladac, ze wszystkie te zbiory sa podzbiorami jakiego$ ustalonego zbioru X.

Réznice symetryczng zbioréw A i B bedziemy oznaczaé przez A a B. Przypomnijmy, 7e

AaB=(AUB)\(4N B).

Wszystkie pozostale oznaczenia stosowane w tym rozdziale sa oznaczeniami powszechnie
stosowanymi.

Czesé A
1. Niech 4 = {2n—1:neN}, B = {6n+1:neN}. Znalezé zbiory 4 U B
iAnB.
2. Niech 4 = {2n—1:neN}, B = {4n:neN}. Wyznaczy¢ 4 n B.
3. Wyznaczy¢ A n B, gdzie A = {Sn:neN}, B = {8n+2:neN}.
4. Niech 4 = {2n:neN}, B = {3n:neN}. Znalez¢ zbiory AUBi AN B.

5. Poda¢ interpretacje geometryczna zbiorow A = {(x,y)eR?:x?+
+y? <1}, B={(x,y)eR?:x>—2x+y? < 3}). Wyznaczy¢ zbiory A B oraz
A\ B.

6. Dane sa zbiory A = {(x,y)eR*:x*+y* <1}, B={(x,y)eR?:x+
+y = a}. Dla jakiej warto$ci parametru a € R zbioér 4 N B jest ztozony z jednego
punktu?

Pokazac, ze dla dowolnych zbiorow A, B, C zachodza nastepujace rownosci,
bedace podstawowymi prawami w rachunku zbiorow:

7. AU B = Bu A (prawo przemiennosci dla dodawania).

8. An B = Bn A (prawo przemiennosci dla iloczynu).

9. (AuB)UC = AU (BuUC) (prawo tacznosci dla dodawania).
10. (AnB)nC = An(Bn C) (prawo tacznosci dla iloczynu).

2 Zbior zadan z analizy matematycznej
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11. An(Bu C) = (A4 n B)u (A n C)(prawo rozdzielnosci mnozenia wzgle-
dem dodawania).

12. AuBnC)=(AuB)n(AuCC) (prawo rozdzielnosci dodawania
wzgledem mnozenia).

13. Udowodni¢, ze dla dowolnych zbioréw A4 i B zachodza nastgpujace
zwiazki

a) (AUBY =A'nB,

b) (AnBY =A"UB,
zwane prawami de Morgana.

Niech A4, B, C beda dowolnymi zbiorami. Pokazac, ze:
14. A\B=ANDB.

15. (AuB)n A’ = B\ A.

16. (AUB)Nn B = A\B.

17. AnB =(A\B)uU(B\ A).

18. Av(AnB)=A=An(AuU B).
19. (AUB)\C =(A\C)u(B\C)

20. AN(B\C)=(A\Byu(AnC).

21. A\(BuC)=(A\B)\C.

22. (A\B)nB=90.

23. A\B=(A"UB).

24. AUB=(A\B)u(B\ A)u (AN B).
25. (A\B)nC=[An(BuUC)]\B.

26. Sprawdzi¢, czy jest spetniona réwnosc
(A\B)\C = A\(B\ ().

27. Wykazag¢, ze
a) A\ B = A\ (AN B),
b) AnB=(AuB)\(AaB).

28. Udowodni¢, ze jezeli Ac B, to A = B\ (B\ A).

29. Wykazac, ze:
AcB< B cA'<>AuUB=B<AnNnB=A.

30. Niech 4, B, C, D beda dowolnymi zbiorami. Udowodnic, ze
(A\B\(C\D)=(4\C)u (D\ B).

31. Pokazac, ze jesli AcCiBeD,to AuB=CuDoraz AnBcCnD.
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32. Przy zalozeniach z poprzedniego zadania pokazac, ze A\ D < C\ B.
33. Pokaza¢, ze jesi A=« CiB<= C,to AuBc C.
34. Udowodni¢, ze jesli Cc AiC < B,to C< AN B.

35. Podac ilustracj¢ geometryczng nastgpujacych iloczynow kartezjanskich:

a) AxB, gdzie A =[0,1)u {2}, B = {1},

b) AxB, gdzie A =[2, + ), B=(—1,1),

¢) AxB, gdzie A=N, B=(0,1],

d) AxBxC, gdzie A =[0,1], B=1[0,2], C = {1},

e) AxBxC, gdzie A = [0, + ), B = [0, + ), C = (0, + o).

36. W ukladzie wspotrzednych kartezjanskich w przestrzeni R* podaé
ilustracj¢ geometryczna iloczynu kartezjanskiego A4 x B, gdzie A jest podzbiorem
plaszczyzny xOy, B za$ jest podzbiorem osi Oz, a ponadto:

a) A jest okregiem i B = (a,b),

b) A jest kotem i B = [0, + o0).

37. lle elementéw ma iloczyn kartezjanski 4 x B x C, jezeli A ma n elemen-
tow, B ma m elementow, C ma k elementow?

38. Niech 4, B, C beda dowolnymi zbiorami. Udowodni¢, ze sa spelnione
nastepujace rOWnNosci:

a) (AUB)xC=(AxC)u(BxC(),

b) (ANB)xC =(AxC)n(BxC),

¢) (A\B)xC =(AxC)\(BxQC).

39. Pokazac, ze

(AxB)N(CxD)=(AnC)x(Bn D).

40. Udowodni¢, ze dla dowolnych zbiorow A, B, C i D zachodzi:
(AxB)\(CxD)=[(A\C)x B]Ju [(4n C)x(B\ D)].

41. Wykazac, ze zbior n elementowy ma 2" podzbiorow.

1 1 @
42. Niech A4, = I:l + ;1-,2+ ;],ne[N]. Wyznaczy¢ () A,

n=,1

43. Niech 4, = (n, + o) dla n = 1,2,.. Wyznaczy¢ () A,

n=1

44. Niech 4, = [(— ", 1+ —] dla neN. Wyznaczy¢ () 4, oraz () 4,
n

n=1 n=1

45. Niech 4, = {xeR:|x| < *}, teR. Wyznaczy¢ () A4,.
teR

46. Niech 4, = {xeR:xt <2} dla teR\ {0}. Wyznaczy¢ () A4, oraz

e R\ {0}
N A, ‘
teR\ {0}

2%
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47. Niech {4,},.r bedzie rodzina zbior6w. Udowodni¢ nastgpujace zwiazki,
zwane prawami de Morgana dla rodziny zbiorow:

a) <U A,>l =) 4,

teT teT
b) (ﬂ A,) = 4.
teT teT
48. Pokazat, ze An |J A, = J (AN A).
teT teT
49. Udowodni¢, ze AU (4, = (J(AuA)orazAn (JA,= (AN A).
teT teT teT teT

50. Pokazac, ze

<U A,)\A = (J (4,\ 4).

teT teT

51. Udowodni¢ nastgpujace zwiazki:
a) Ax )4, =)(AxA4),

teT teT
b) Ax () 4,= () (AxA4).
teT teT

Poda¢ ,,prawostronne” odpowiedniki powyzszych wzorow.

52. Pokazag, ze jesli A, — B dla kazdego te T, to | ) A, < B.

teT

53. Niech B c 4, dla kazdego te T. Pokaza¢, ze B < () A,.
teT
Czesé B
Udowodni¢ nastepujace wlasnosci roznicy symetrycznej:
54. A~ B = Ba A (przemiennosc).
55. (AaB) =A'aAB=AnB.
56. (AaB)aC = Aa(B»C) (facznosc).

57. An(BaC)=(An B)a(A n C) (rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem roz-
nicy symetryczne;j).

58. AsA=0.

59. As(AaB)=B.

60. AUB=AsBa(ANB)
61. A\B = A4s(AN B).

62. AnB=0=>AUB=AxB.
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63. Udowodni¢, ze

(@ AQ\(G B,.)c U (4,\B,)

n=1 n=1 n=1

64. Pokaza¢, ze jezeli {A,},.y jest wstepujacym ciagiem zbioréw, tzn.

A, <= A,y dlaneNorazB, = A,,B, = A,\ A, dlan = 2,3, ... to zbiory B, sa
parami rozlaczne, a ponadto

to

to

a) A,=B,uB,u..UB,,
b) () 4,= ) B,

n=1 n=1
65. Udowodnic, ze jesli {A4,},.y1{B,},.n S zstepujacymi ciagami zbiorow,
N (4,uUB,) =( N A,,)u( N B,,).
n=1 n=1 n=1
66. Udowodnic, ze jesli {4,},.1{B,},.n S2 Wstepujacymi ciagami zbiorow,
U (A,,mB,,):( U A,,)m( U B,,).
n=1 n=1 n=1
Czesé C
67. Udowodnic, ze:

a) ( A,.>A<O B,.>c U (4,2 B),
i=1 i=1

i=1
m(

Ai>A< ﬂ Bi> < U (4;5B)).
1
68. Udowodnic, ze jesli A, =« A, dlan=1,2,... to

Ag=(Ap\A) V(A \4)) U (A,\43) U . L ﬂ A,.

n=0

D= 1 C s

69. Udowodni¢, ze jezeli A, > A, > 4, > ..., to

(AN AU\ AU U () A, = Ao\ [(4g\ A) U (A, Ay) U]

n=0

70. Pokazac, ze

N A =40\ U (4.

n=1 n=2

71. Wykazac, ze

Omae Ol ar(Us)]
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72. Pokazac, ze

O=avdjaan(Ua)ly

73. Udowodni¢, ze

(Ua)n(Uz)=yyunn

SeS teT seSteT
Granicq gorng ciqgu zbioréw {A,},., nazywamy zbidr

o) O

limsup 4, = () ( A,,+,,,>,
n— © n=1\m=0

granicq dolng za$ tego ciagu nazywa sie zbior

liminf4, = | ( N A,,+,,,>.

B o n=1\m=0

Jezeli limsup 4, = A = liminf A,, to mowimy, ze cigg zbioréw {A,}, _, jest

zbiezny do zbioru A i piszemy A = lim 4,.

Zbidr A nazywamy granicq ciggu {A,}, -
(=1
n

1
74. Niech A4, = < —-— 14+ >, n=1,2,... Wyznaczy¢ granice dolng
n

1 gorna ciagu zbiorow {A,}, . Czy ciag ten jest zbiezny?

75. Wyznaczy¢ granice dolna i gorna ciagu zbioréw z zad. 44 i rozstrzygnaé,
czy cigg ten ma granice.

76. Pokazac, ze

() A, <liminfA, = limsupA, = ) A,.

n=1 n— n— o n=1

71. Pokazac, ze jesli {A,},. jest wstepujacym ciagiem zbiordw, to

U 4, = lim 4,.

n=1 n—©

78. Pokazac, ze jesli {4,},., jest zstgpujacym ciagiem zbiorow, to
) 4,= lim 4,.

n=1 n—=©

79. Udowodni¢, ze

a) limsup 4, = {x:/\ \/ xeAm},

n m=n

b) liminf 4, = {x:\/ A\ xeAm}.

n— n m=n
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80. Udowodni¢, ze sa spelnione nast¢pujace rownosci:
a) limsup(4, v B,) = limsup A4, U limsup B,,

n — oo n— oo

b) liminf(4, N B,) = liminf A, A lim inf B,.

n— o n— o n— oo

81. Udowodnic, ze

a) limsup (4, B,) c limsup 4, n limsup B,,

b) liminf(4, U B,) o liminf A, U liminf B,.

Pokaza¢ na przyktadach, ze w powyzszych zaleznosciach inkluzji nie mozna
na ogot zastapi¢ rownosciami.

82. Wykazac, ze
a) liminf A4, = <lim sup An) ,

n— o n— o

n— oo n— oo

b) liminf A4, = (lim sup A;) .

83. Udowodni¢, ze lim 4, = A<> lim (4,1 A) = 0.

n— oo n— o

84. Wykazac, ze jezeli lim 4, = A oraz lim B, = B, to

n— oo n— o

a) lim (4,uB,) =AUB,

n — oo

b) lim (4,nB,)=ANB,

n— o

¢ lim (4,\B,) = A\B,

n— o

d) lim (4,AB,) = AaB.

n— oo
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NIEKTORE WLEASNOSCI ZBIORU
LICZB RZECZYWISTYCH

Przyjmiemy nastgpujace definicje.

Definicja 1. Zbior A nazywaé bedziemy zbiorem przeliczalnym, jezeli wszystkie jego elementy
mozna ustawi¢ w ciqg.

Definicja 2. Zbidr, ktory nie jest przeliczalny, bedziemy nazywaé zbiorem nieprzeliczalnym.

Czesé A
1. Pokazac, ze zbior liczb naturalnych N oraz zbior liczb catkowitych Z sa
zbiorami przeliczalnymi.
2. Udowodni¢, ze zbior liczb wymiernych jest przeliczalny.

3. Pokaza¢, ze przedziat (0, 1) jest zbiorem nieprzeliczalnym. Wywnios-
kowac stad, ze zbior liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny.

4. Udowodni¢, ze zbior wszystkich ciagéw (nieskoniczonych) o wyrazach
0 lub 1 jest zbiorem nieprzeliczalnym.

S. Udowodni¢, ze suma skonczonej ilosci zbiorow przeliczalnych jest
zbiorem przeliczalnym.

6. Pokazac, ze zbidr liczb niewymiernych jest zbiorem nieprzeliczalnym.

7. Dowiesc¢, ze kazda rodzina ztozona z przedzialow otwartych i roztacz-
nych w R jest co najwyzej przeliczalna (tzn., ze jest skoficzona lub przeliczalna).

8. Pokaza¢, ze iloczyn kartezjanski skonczonej ilosci zbioréw przeliczal-
nych jest zbiorem przeliczalnym.

9. Pokazac, ze zbior wszystkich punktow na plaszczyznie (z ukladem
wspotrzednych) o obydwu wspotrzednych wymiernych jest zbiorem przeliczal-
nym.

10. Bezwzgledna wartoscia liczby xeR nazwiemy liczbe [x| okreslona
wzorem
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le___{ x, gdy x>0
—x, gdy x <0.
Pokazaé, ze:

a) —|x| < x <lx,

b) |x| >0,

o) /x* =1xl,

d) |xyl = Ix|Iyl,
o) X | x|

—|l=—=oile y #0,
yio
f) jezeli a > 0, to:
x| <a<—a<x<a<xe(—a,a),
g) jezeli a = 0, to:
x| <a< —a<x<a<xe[—a,d],
h) jezeli a = 0, to:
|x| > a<>x < —a lub x > a<xe(—w, —a)u(a, +©)

oraz
x| =2 a<x< —a lub x Za<>xe(—w, —a]u[a, +0),

i) x4yl < |x]+1yl,

B [IxXI=Iy] < b=yl

11. Dla zadanej liczby x e R okreslmy liczbe [x] w nastgpujacy sposob:

[x] = max {keZ:k < x}.

Liczbe [x] bedziemy nazywac cechq (lub czescig calkowitq) liczby x.
Pokaza¢, ze [x] < x < [x]+1.

12. Dla liczby xeR okreslmy

[x]* = min{keZ:k > x}.
Pokazac, ze [x]* = —[—x].

13. Naszkicowa¢ wykresy nastepujacych funkcji:
a) f(x) = [x], xeR, b) f(x) = [x]* xeR,

& /() = x—[x], xeR, 0 19 = | ], xem 101,
e) f(x)=[x]*—[x], xeR.

14. Dla xeR niech f(x) = min {x—[x],[x]*—x} (odleglos¢ liczby x od
najblizszej liczby catkowitej). Naszkicowa¢ wykres funkcji f.

15. Sprawdzi¢ stuszno$¢ wzorow:

—yl+x+
max{x’y}ZW’
min{x,y}zx_ﬂ—zi:ﬂ

dla dowolnych x,yeR.
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16. Sprawdzi¢, czy nastgpujace liczby sa wymierne czy niewymierne:
a) 0,101001000100001...
J3+Y2
b) Y—=-2./6,
N N
¢) Y 7+./50 +Y1-5/2,
V2 Je—a/2

d) —
J2J/2+3 0 223

17. Pokaza¢, ze suma, roznica, iloczyn oraz iloraz (jezeli ma sens) liczb
wymiernych jest liczbg wymierna.

18. Niech p oznacza dowolna liczbe pierwsza. Pokazaé, ze \/; jest liczba
niewymierna.

19. Pokaza¢, ze suma (ro6znica) liczby wymiernej i niewymiernej jest liczba
niewymierna.

20. Pokaza¢, ze iloczyn liczby wymiernej (roznej od zera) i liczby niewymier-
nej jest liczba niewymierng.

21. Pokazac, ze jezeli x jest liczba niewymierna dodatnia, to / x tez jest
liczba niewymierna.

22. Czy suma, roznica, iloczyn i iloraz dwoch liczb niewymiernych musi by¢
liczba niewymierng?

23. Niech p, g beda dwiema réznymi liczbami pierwszymi. Pokazaé, ze
liczby \/p-q oraz \/; —ﬂ $3 niewymierne.
24. Sprawdzi¢, czy nastepujgce liczby sa wymierne czy niewymierne:

a) /2, b)/2-1, ©) /3+./2,
VY2 o/ 32 D2

2- /3
g) YWE (7+4/3).

25. Zbadac¢ ograniczonos¢ oraz wyznaczy¢ kresy zbiorow:
A={xeR:2x+3|+|x+3|—x < 6},

B={xeR:[x*-1| <x?+x+1},

C = {xeR:log,|x+2| < 3},

D= {xeR:|lx—1]-1]| < 1}.

26 Niech 4 = {%:m, neN, m< n}. Wyznaczy¢ kresy zbioru A.
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—1y
27. Wyznaczy¢ kresy zbioru 4 = {1 + (=1 :ne[l\\ﬂ}.
n

28. Wyznaczy¢ kres gorny zbioru A = {log,,10%/10:neN}.
29. Wyznaczy¢ inf A oraz max A, gdzie

A= {xeh‘i{:x >0 1 sin% = 0}.

30. Wyznaczy¢ kresy zbioru A = {0,1;0,11; 0, 111; ...}.

31. Niech 4 = {% + %: n,ke[NJ}. Wyznaczy¢ sup A4 i inf 4.

32. Zbada¢ ograniczonos¢ oraz wyznaczy¢ (jezeli istnieja) kresy nastgpuja-
cych zbiorow:

1
A= {k+ ;:ke{O,l,Z},nelN]},

B={xeR:x*—5x+6 < 0},
C = {xeR:2x—5 < 3,

= {1+ (_Zl)n:nell“\]},
n

E

F = {xeR:log,|Ix|—1| < 2},
G ={(—1)yn:neN},
H

2 -3
= n—:i’%——:new}.

Il
~—

33. Wyznaczy¢ kresy zbiorow:

Czes¢ B

34. Pokazac¢, ze w kazdym przedziale (a, b) znajduje si¢ przynajmniej jedna
liczb wymierna.

35. Opierajac si¢ na twierdzeniu z zad. 34 udowodni¢, ze w kazdym
przedziale (a, b) znajduje si¢ nieskonczenie wiele liczb wymiernych.

36. Pokazac, ze pomigdzy kazdymi dwoma liczbami wymiernymi znajduje

si¢ liczba niewymierna. Wywnioskowac stad, ze w kazdym przedziale (a,b)
znajduje si¢ nieskonczenie wiele liczb niewymiernych.
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37. Niech x, x€(0, 1), bedzie liczba niewymierna. Czy liczba /1 —x* musi
by¢ liczba niewymierna?

38. Udowodni¢, ze nastgpujace liczby sa liczbami niewymiernymi:
a) log,3, b) log,6, c) log,7, d) tgl15°, e) tg5°.

39. Pokazad, ze dla kazdego nelN liczba ./ n(n+ 1) jest niewymierna.

40. Pokazac, ze liczba \/ n+1 —ﬁ jest niewymierna dla kazdego neN.

41. Udowodni¢, ze suma przeliczalnej rodziny zbiorow przeliczalnych jest
zbiorem przeliczalnym.

42. Niech A bedzie zbiorem przeliczalnym. Pokaza¢, ze zbior wszystkich
ciagdow skonczonych o wyrazach nalezacych do A jest zbiorem przeliczalnym.

43. Pokazac, ze zbior wszystkich wielomianow o wspotczynnikach wymier-
nych jest zbiorem przeliczalnym.

44. Zbiorem Cantora nazywamy zbior tych liczb z przedziatu [0, 1], ktore
w rozwinigciu trojkowym maja tylko cyfry O lub 2.
Pokaza¢, ze zbior Cantora jest zbiorem nieprzeliczalnym.

45. Zbadac, czy nastepujace zbiory sa ograniczone, a jesli tak, to wyznaczy¢
ich kresy:
A = {xsinx:x > 0},

1
B = {—sinx:x > 0}.
X

46. Wyznaczy¢ kresy zbiorow:

X

A= {;Z_F—I.XGR},
X

B = {l_l_lxl.xel&}.

47. Niech qa, b beda ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Wyznaczy¢ kresy
zbioru A = {asinx+bcosx:xeR}.

48. Udowodnic, ze nastgpujace zbiory sa ograniczone:

A= {(14— —:;)n:ne[l‘\‘]},
o
c={<1+ (_nl)">":new}.
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., e 1 . .
49. Pokazac, ze zbior A = { Z <Z>—k:n =0,1,2, } jest ograniczony.
k=0 n

Wskazowka: Wykorzysta¢ nierownosé

n\ 1 1
(k)?<ﬁ dla k =0, 1,2,...,".

50. Wykazac, ze zbior
| n
A=<-+—=5+-+—:n=12,..
{2 + g }
jest ograniczony.

1
Wskazowka: Wykorzysta¢ nierownosé % < —, dla n > 10 oraz zad. 34,
n

rozdz. 1.

k
51. Wyznaczy¢ kresy zbiorow 4, = { e

———:nelN3 k= 1,2, ... Nastep-
Tikan "€ } astep

a0
nie zbada¢ ograniczono$¢ i wyznaczy¢ kresy zbioru () A,.
k=1

52. Dla A, B = R oraz AeR oznaczmy:

A+B={a+b:acA,beB},

AA = {la:ae A}.

Wykazac, ze jesli zbiory A, B sa niepuste i ograniczone z gory oraz 4 > 0, to
zbiory A+B, AA sa tez ograniczone z géry i sup(A+B)=supA+
+sup B, sup(44) = Asup 4.

53. Niech zbior A = R bedzie ograniczony z gory (z dotu) oraz A < 0.
Pokazac, ze zbior A4 jest ograniczony z dotu (z gory) oraz inf(14) = Asup 4
(sup(14) = Ainf A).

54. Niech B < R bedzie zbiorem ograniczonym. Utworzmy zbior
C={|xl:xeB}. Pokaza¢, ze zbiér C jest ograniczony oraz, ze
sup C = max {|sup B|, |inf B|}.

55. Niech 4,B < [0, +o0) beda zadanymi zbiorami. Utworzmy zbior
A-B = {ab:ae A,be B}. Pokazac, ze:

a) inf(A - B) = (inf 4) (inf B),

b) sup(A4-B) = (sup A)(sup B) o ile A i B sa ograniczone z gory.

56. Rozwazmy relacje rownowaznosciowa S okreslona w zbiorze R w na-
stepujacy sposob:

x,yeR, xSy<> x—y jest liczba wymierna.

Pokazac, ze kazda klasa abstrakcji na tle relacji S jest zbiorem przeliczalnym
oraz, ze R/S jest rodzina nieprzeliczalna.
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Czes¢ C
57. Pokaza¢, ze dla dowolnych a,beR zachodzi niero6wnos¢
a b
—— ———{ < |la—b|
< .
' 1+a®> 1452

58. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a,,a,,...,a, oraz
by,b,,..,b, jest spetniona nierownos¢, zwana nieréwnosciq Schwarza

lasby+a,b,+..+a,b Z > bi.
i=1 i=1
59. Niech a,,a,,...,a, beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi, z ktorych
przynajmniej jedna jest rézna od zera i niech b,,b,,..,b, beda dowolnymi
liczbami rzeczywistymi rownoczesnie dodatnimi lub ujemnymi. Pokazaé, ze

a,ta,+..+a,\? a%+a_§+ +a,?
b,+b,+..+b, b} b3 bz
60. Pokazac, ze jezeli x,,x,,...,x, sa dowolnymi liczbami dodatnimi, to
3 3 3
X1 X2 Xn—1

2 2 2 ot 3 2
Xi+x;xX,+x3  X3+X,X3+Xx3 Xp—1+Xp—1X,+X,
3
X5 S X +x,+..+Xx,
=
x2+x,%, +x3 3

61. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb x,,x,,...,x,,xeR jest spelniona
nieréwnosc¢

X2 g e Xyl 2 X = (%, | | ).

62. Udowodni¢, ze

n—1 1 2 n—1 1

) k(n—k) n 2 k

k=1 k= 1
dlaneMN,n>=2

63. Pokaza¢, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej a zachodzi
1
[2a] = [a] + l:a—l- 5]
L. 1 1
64. Udowodnié, ze o < {'/E——l < s dla nelN.

65. Pokazac, ze dla kazdej liczby naturalnej n oraz dla kazdej liczby x €(0, 1)
2

. . . . n
istnieje liczba calkowita k taka, ze ) <kx <n.
n

66. Niech A4 oznacza zbior wszystkich liczb niewymiernych w przedziale
(0,1). Pokazac, ze A+ A =(0,2).
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67. Niech x bedzie dowolna liczba niewymierna. Pokazac, ze istnieje
n < 1000 takie, ze wérod ulamkow o mianowniku n znajduje si¢ utamek

lizaj doktadnosci .
przyblizajacy x z doktadnoscia 1000m

68. Pokazac, ze dla kazdego ne N liczba (ﬁ —1)" jest liczba niewymierna.

69. Rozstrzygnad, czy liczba 3/ ﬁ +2-3 /5 —2 jestliczba wymierna.

70. Pokaza¢, ze dla kazdej liczby wymiernej g, q >0, mamy
D 1
2—=|>—.

71. Niech xe(0,1) i niech x = 0, ¢,c,c; ... bedzie rozwinigciem dziesigtnym
liczby x. Utworzmy funkcje f:(0,1) - R okreslona nastepujaco:

f(x) =0,c,c5¢4 ..
Naszkicowac wykres funkcji f.
Wskazowka: Wyrazi¢ f (x) za pomoca cechy liczby.

72. Nazwijmy liczbq algebraiczng kazda liczbe rzeczywista, ktora jest
pierwiastkiem pewnego wielomianu o wspolczynnikach wymiernych.
Pokazac, ze zbior liczb algebraicznych jest przeliczalny.
Wskazdoéwka: Skorzystac z zad. 44.

73. Wyznaczy¢ inf { ‘n,me [N]}.

1 1
Ym o
74. Pokazaé, ze zbior A={\/§,\/2+\/>,«/2+«/2+\/§,..} jest

ograniczony.

75. Niech {a,} bedzie zadanym ciagiem liczbowym i niech 4 = {a,,qa,,..}.
Pokaza¢, ze:
a) jezeli ciag {a,} jest ciagiem rosnacym i ograniczonym z gory, to
supA = lima, oraz inf4 = a,,

b) jezeli {a,} jest malejacy i ograniczony z dotu, to
sup4 =a,, infA= lima,.

n— oo

2
76. Wyznaczy¢ kresy zbioru A = {(n;Tm):n,meN}.
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77. Dla ke N niech Z, = {;k—k—lj:new}

a) Wyznaczy¢ kresy zbioru Z,,

b) wyznaczy¢ kresy zbioru U Z,.

k=1

78. Wyznaczy¢ kresy zbioru

i k(k+1)(k+2)

A={":1 . :neN}.

79. Udowodni¢ nastepujace twierdzenie Dirichleta:
Niech x bedzie liczba niewymierna. Wtedy dla dowolnej liczby naturalne;j

.. — . . 1
n istnieja takie liczby catkowite p, q, ze 1 < g < n oraz [xq—p| < —.
n

80. Niech a i b beda liczbami rzeczywistymi, ktorych suma jest rowna 1.
Wykazaé, ze jezeli a® i b® sa liczbami wymiernymi, to a i b tez sa liczbami
wymiernymi.

81. Dane s3 liczby niewymierne dodatnie a, b, ¢, d, przy czym a+b = 1.
Udowodni¢, ze c+d = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej
n zachodzi rownos¢

[na]+[nb] = [nc]+[nd].

Uwaga: [x] oznacza cze$¢ catkowitg liczby x (por. zad. 11).

82. Rozstrzygnaé, czy w rodzinie wszystkich podzbiorow zbioru liczb
naturalnych N istnieje nieprzeliczalny tancuch (ze wzgledu na relacj¢ inkluzji).
Uwaga: Laricuchem w rodzinie wszystkich podzbiorow zbioru N (ze wzgledu na
relacje inkluzji) nazywamy kazda rodzing K podzbioréw zbioru N taka, ze dla
dowolnych dwoch zbiorow 4, Be K mamy, ze A < Blub B < A.



Rozpziar IV

ODWZOROWANIA
I ICH WLASNOSCI

W tym rozdziale jak rowniez w pozostatych, terminy odwzorowanie i funkcja beda uzywane
zamiennie.

Przyjmiemy rowniez nastgpujace definicje.

Definicja 1. Niech D bedzie niepustym podzbiorem zbioru R. Funkcje f : D — R bedziemy nazywac
funkcjq rosngcq (na zbiorze D), jezeli

by <t > ft) < f(ty)
dla dowolnych t, t,eD.
Jezeli natomiast

6 <t ft)<f(t)
dlaty, t,eD, to funkcje [ bedziemy nazywaé cisle rosnqcaq.
Podobnie okreslamy funkcj¢ malejaca i $ciSle malejaca.

Definicja 2. Funkcja f:D — R (D = R) nazywa sie funkcjq okresowg, jezeli istnieje liczba seR,
s# 0, taka, ze

1° jesli xe D, to x+s,x—seD oraz
2° f(x+s) = f(x) dla kazdego xeD.

Wowczas kazda liczba s o powyzszej wlasnosci nazywa sie okresem funkcji f.

Definicja 3. Jezeli wsréd wszystkich okreséw dodatnich danej funkcji okresowej istnieje
najmniejszy, to nazywamy go okresem podstawowym tej funkcji.

Jezeli natomiast wsrod okresow dodatnich nie ma najmniejszego, to funkcje te nazywamy
mikrookresowq.

Czesc A
1. Niech f:R — R bedzie okreslona wzorem
2x+1
—dl -2
fE) =< x42 27

2 dla x= —-2.

a) Sprawdzi¢, czy f jest surjekcja.
b) Czy f jest roznowartosciowa?
c) Jezeli f jest bijekcja, to wyznaczy¢ f~1.

3 Zbior zadan z analizy matematycznej
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2. Niech f:R — R bedzie okreslona nastgpujaco:
2x+3 dla xeR, x# —1, x#0

f(x)= 3 dlax=-1
1 dla x=0.

Pokazac, ze f jest bijekcja oraz wyznaczy¢ f !

3. Niech f:R—R?* bedzie odwzorowaniem okreslonym wzorem
f(x) = (x+2, 2x+1). Sprawdzi¢, czy f jest surjekcja oraz injekcja. Wyznaczyé
(jezeli istnieje) 1.

4. Dane jest odwzorowanie f:R?*—R2, okreSlone wzorem f(x,y)=
= (x+ 2y, xy). Sprawdzi¢, czy f jest injekcja oraz surjekcja.

5. Sprawdzi¢, czy funkcja f:R?—R? okreSlona wzorem f(x,y)=
= (x+2y, x) jest bijekcja. Wyznaczy¢ f~1.

6. Wyznaczy¢ (jezeli istnieje) funkcje odwrotna do funkgji f:(1,0) —» R
okreslonej wzorem f(x) = log 2.

7. Niech f:R — R bedzie zadana nastepujaco:

—x? dla x <0
f(x)= x dla xe[0,1)
2x—1 dla x> 1.

Zbadac, czy f jest bijekcja, a jezeli tak, to wyznaczy¢ f 1.

1
8. Pokaza¢, ze funkcja f(x) = x+;, x # 0, jest funkcja nieparzysta, Scisle
rosnaca na przedziale [1, oo) oraz scisle malejaca na przedziale (0, 1].
9. Niech g:R — R bedzie funkcja okreslona wzorem

x+1 dla x <1
g(x) = 3 dla x=1
x24+2x+1 dla x > 1.

a) Sprawdzi¢, czy g jest roznowarto$ciowa,
b) wyznaczy¢ g (R),

¢) wyznaczy¢ g !,

d) obliczy¢ sup g(x).

xe[—5,1]

10. Niech f:R* >R i g:R - R beda funkcjami okreslonymi wzorami

fx,y)=2x—yig(x)= Utworzyc¢ go f.

X
14+x?
X
x2+1

11. Niech f, g:R — R beda funkcjami okreslonymi wzorami g (x) =
oraz
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x+1 dla x<1
Joy= {x2+x dla x > 1.

Utworzy¢ go f.

12. Utworzy¢ mozliwe ztozenia funkcji f:R? - Rig:R — R? okreslonych
wzorami f(x,y) = xy+x? i g(x) = (x,sin x).

13. Niech f, ¢g:R? >R? beda funkcjami zdefiniowanymi wzorami
fe,y) = (x+2y,x—y?) ig(x,y) = (x—y,xy). Wyznaczy¢ funkcje ge f.

14. Niech f:R - R? i g:R?* - R? beda funkcjami okreslonymi wzorami
f(x)=(x—2,x*)1ig(x,y) = (x—y,x+y). Utworzy¢ zlozenie tych funkcji.

15. Pokaza¢, ze ztozenie dwoch funkgcji réznowartosciowych jest funkcja
réoznowartosciowa.

16. Niech f:R? - R?ig:R? — R beda funkcjami zdefiniowanymi wzorami
f(x,y)=(x+y,x—2y+3)oraz g(x,y) = x—y. Utworzy¢ funkcj¢e h = go f oraz
wyznaczy¢ i naszkicowaé zbior h™ 1 ([1, 3]).

17. Niech f:R — R bedzie funkcja okreslona wzorem f (x) = ||x-— 1|—2|.
Wyznaczy¢ zbior [~ ((— o0,2)).

18. Niech f:R? >R bedzie odwzorowaniem zadanym wzorem

f(x,y) = x>+ y+1. Wyznaczy¢ f(A) oraz f~'(B), gdzie A =[0,1)x[0,1],
B =[1,3). Zilustrowa¢ graficznie zbior ' (B).

19. Sprawdzi¢, czy funkcja f:R — R okreslona wzorem f (x) = %, jest

+1
roznowartosciowa. Wyznaczy¢ f(R).

20. Niech f:R — R bedzie funkcja okreslona wzorem

x dlax<0
S = {x2+1 dla x > 0.
Wyznaczy¢ f(A), gdzie A =[—1,1) U {2}.
21. Niech ¢g:R — R bedzie funkcja okreslona wzorem
3
x+—= dlax<—<
2
g(x) =
—2x+2 dla x >

N = N =

1
Wyznaczy¢ g (4) oraz g~ ! (B), gdzie A = (0, —2—], B=(0,1)u {2}.

22. Zbada¢, czy funkcja f:R? — R? okreslona wzorem f (x,y) = (x+y, xy)
jest injekcja i surjekcja. Wyznaczyé f~*({(1,0)}).

3*



36 IV. ODWZOROWANIA I ICH WLASNOSCI

23. Niech f:R? — R? bedzie funkcja okreslona wzorem
[, y) = (x—y,x*+y?).
Sprawdzi¢, czy f jest injekcja i surjekcja. Wyznaczy¢ f*({(0, 2)}).

24. Niech f:R? — R bedzie funkcja zadana wzorem f (x, y) = x— y.
Wyznaczy¢ ! (B), gdzie B = (1,2] i zinterpretowaé ten zbior geomet-
rycznie.

25. Niech f:R — R bedzie funkcja okreslona wzorem f (x) = 1+ %

dla x # O oraz f(0) = 0. Wyznaczy¢ sup f (x), inf f (x), gdzie A = (%, 2>,
xeA xeB

B=(4,5).

26. Niech f:R — R bedzie funkcja dana wzorem f(x) = 1+sin x.
Wyznaczy¢ f~1({0,1,2}).

27. Dana jest funkcja f:(0,m) >R okreSlona wzorem
T
4’2

28. Niech f:R >R ig:R — R beda funkcjami zadanymi wzorami
S (x) =2%1 g(x) = sin x. Wyznaczy¢ inf(f o g)(x).

xeR

f(x) = log,(sin x). Wyznaczy¢ f(A), gdzie 4 =

29. Pokazac, ze jesli f jest funkcja okresowa, to af + b (a, b — stale) tez jest
funkcja okresowa o tym samym okresie.

30. Wyznaczy¢ okres podstawowy funkgcji f(x) = x—[x].

31. Zbada¢ parzystos¢ nastgpujacych funkgji: f(x) = sin x+cos x, g(x) =
—xzx+1 h(x)=1lo x—1
Yo T TR T

32. Pokazac, ze funkcja f:R — R okre§lona w nastepujacy sposob:
£ = {0, gdy x jest liczba niewymierna,
1, gdy x jest liczba wymierna,
jest funkcja mikrookresowa.
Uwaga. Funkcja f nosi nazwe funkcji Dirichleta.

33. Niech D, D < R, bedzie zbiorem symetrycznym wzgledem zera i niech
f:D — R bedzie funkcja roznowartosciowa i nieparzysta. Pokazaé, ze funkcja
odwrotna f~!: f(D) > R jest funkcja nieparzysta.

34. Pokazad, ze:

a) iloczyn dwoch funkcji nieparzystych lub parzystych jest funkcja parzysta,

b) iloczyn funkcji nieparzystej i parzystej jest funkcja nieparzysta,

¢) suma dwoch funkcji parzystych (nieparzystych) jest funkcja parzysta
(nieparzysta). '
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35. Niech f:X — R bedzie funkcja ograniczona i niech A, B beda nie-
pustymi podzbiorami zbioru X. Pokazad, ze jesli 4 = B, to sup f (x) < sup f(x)
A B

oraz inf f (x) = inf f(x).
A B

Czes¢ B

36. Niech f:[—1,1]1-R, f(x)=./1—x2. Wyznaczy¢ f(A), gdzie
A=(0,1].

37. Wyznaczy¢ f~'(B), gdzie [f:RZ-R2  f(x,y) = (xy,x+y),
aB={1)x[0,1].

38. Funkcja f:R* > R? jest zadana wzorem f(x,y) = (¥, x2—2x—y).
Wyznaczy¢ f~'(B), gdzie B = {1} x(2,0) oraz naszkicowaé ten zbiér na
plaszczyznie.

39. Niech f:R*—>R i g:R >R beda funkcjami okreslonymi wzorami
f(x,y) = x+y oraz g(x) = |x|. Wyznaczy¢ funkcje h = go f, a nastgpnie wy-
znaczy¢ i naszkicowac na plaszczyznie zbior h™*((0, 1]).

40. Niech f:R - R, g:R — R beda funkcjami okreslonymi nastepujaco:

£ = x dlax<0 () = x? dla x<3
)= 2x+3 dla x >0, gx) = —x—2 dla x = 3.

Utworzyc¢ go f.

41. Dane sa funkcje f i g okreslone w nastepujacy sposob:

F0 = x+1 dla xe[0,1]
= 1=x+3 dla xe(1,3],

—2x+3 dla x€[0,1)

g(x) = L34 L3
—§x+5 a xe[1,3].
. A 3
Znalezé h = fog oraz wyznaczy¢ h™! <<0, 5])

42. Niech f, g:R — R bgda funkcjami okre$lonymi wzorami

F0) = 2x+1 dla x <0 (x) = —2x+3 dla x<1
“lx+3daxz0 YTl X2 dlax>1

Utworzy¢ go f.
43. Niech f:R?—>R? bedzie funkcja zdefiniowana wzorem f(x,y)=

= (x+y,x—y). Niech 4 = [0,1] x [0, 1]. Wyznaczy¢ f~!(A) i poda¢ ilustracje
graficzna tego zbioru.
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44. Niech f:R? — R bedzie funkcja okreslona wzorem f(x,y) = |x|. Wy-
znaczyé f~'(A), gdzie A =[0,1)u {2} oraz zinterpretowal ten zbior na
plaszczyznie.

45. Pokazaé, ze funkcja f:R — R okreslona wzorem f(x) = ﬁ jest
X

$ciSle rosnaca na R. Wyznaczy¢ f (R) i skonstruowac¢ funkcje odwrotna do f.

46. Niech f:R — R? bedzie funkcja dana wzorem f (x) = (x,3x+1). Wy-
znaczy¢ f (A), gdzie A = (0,2).

47. Niech f: R — R? bedzie funkcja dana wzorem f (x) = (x,x>—1). Wy-
znaczy¢ f ([0, 1]).

48. Dane sa funkcje:
s

sin x dla xe [O, %]
f(x) =< (

—sinx+2 dla xe g,n],
(4

—x dla xe[O,E]

T 2

g(x) = < i
2 dla xe [E’ n:|

~

3
Utworzy¢ h = go f oraz znalezé h([—},zn>).

49. Niech f, g:[0,1] — [0, 1] beda funkcjami okreslonymi nast¢pujaco:

2x dla xe ‘:0, %] 1 dla xe [0,%]
f(x)=

) g(x) = 1
1 dla xe|l—=,1], —2x+2 dla xe|=,1|.
2 2
. -1l 1
Wyznaczyé h = go f oraz znalezé h™! ([5, 1))
ax+b

50. Sprawdzi¢, czy funkcja f(x) = gdzie a® +bc # 0, jest odwrotna

cx—a’
wzgledem siebie.

51. Niech f:R?2—>R2?, g:R?2 >R, przy czym f(x,y) = (x+y,x—2y+3),
g(x,y) = x—y. Utworzy¢ h = go f oraz wyznaczy¢ h(A), gdzie A = {(x,y)eR>:
x2+y* < 1}. Wyznaczy¢ sup h(x, y).
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52. Niech f:R? — R bedzie funkcja okreslonag wzorem f(x,y) = Ix|+Iyl
1
Dalej, niech 4, = [——2, 1— ;il dla neN. Wyznaczy¢ f ' (4,) oraz | ) f~'(4,)

neN
i) 7D

53. Niech f:R — R? bedzie funkcja okreslona wzorem f(x) = (x, sin x).
Wyznaczy¢ f ((0, g]) Poda¢ interpretacj¢ geometryczna tego zbioru.

54. Niech f:R? >R bedzie funkcja okreslona wzorem f(x,y)=
= 2x+3y—1. Wyznaczy¢ sup f (x, y) oraz inf f (x, y), gdzie A = [0, 1) x(3,4]
A A

55. Niech f:R2—>R? ¢:R? >R beda funkcjami zadanymi wzorami
fx,y) = (x+2y, =3x+6), g(x,)) = x.
a) Pokaza¢, ze f jest bijekcja i znalezé 7,
b) wyznaczy¢ go f oraz go f !,
¢) znalezé (go f)(A), gdzie A =[0,2)x {1} oraz wyznaczy¢ sup(gef)
A

iinf(go f).

56. Niech f:D — R bedzie funkcja okresowa o okresie s. Pokazac, ze

.S
funkcja x — f (ax), gdzie a = const i a # 0, jest funkcja okresowa o okresie 7

57. Wyznaczyé okresy podstawowe funkgji sin’x i cos’x.
58. Wyznaczyé okres podstawowy funkcji:  f(x) = cos(2x—3),

1
g(x) = 1 —sin2x, h(x) = ——, k(x) = |sin x| +|cos x].
cos x

59. Zbadaé¢ okresowos$¢ funkcji f(x) = odleglos¢ x od najblizszej liczby
catkowitej.
Wskazowka. Porownaé zad. 14, rozdz. 111.

60. Niech D bedzie niepustym podzbiorem R symetrycznym wzgledem zera
iniech f:D — R. Pokaza¢, ze f mozna przedstawic¢ jako sume¢ funkcji parzystej
oraz nieparzyste;j.

61. Pokaza¢, ze funkcja f (x) = log(x+./ 1+x?) jest nieparzysta.

62. Niech f:D - R(D = R) oraz g: f (R) » R. Pokazac, ze
a) jezeli funkcje f i g sa jednoczesnie rosnace lub jednoczesnie malejace, to
ge f jest funkcja rosnaca,

b) jezeli f jest rosnaca, zas g malejaca, to go f jest malejaca,
¢) jezeli f jest malejaca, za$ g jest rosnaca, to go f jest malejaca.
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Czes¢ C
63. Udowodni¢, ze jesli f: X - Y, A,B < X, to:
f(AuB)= f(4)v f(B),
f(AnB) <= f(4)n f(B),
f(A\B) > f(A)\ f(B).

Pokaza¢ na przykladach, ze nie mozna inkluzji zastapi¢ rOwnoscia.

64. Niech f:X —» Y, A « X oraz B,,B, c Y. Pokaza¢, ze
fTUBynBy) = fH(B)Nf (B,
S7H(By\By) = fT1(BY\ 1 (By),

Ac f7H(f(A)).

65. Niech f: X — Y. Pokazac, ze f jest injekcja wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego xe X oraz dla kazdego A < X jest prawdziwa implikacja:

x¢ A= f(x)¢[f(A).
66. Pokaza¢, ze f:X — Y jest injekcja wtedy i tylko wtedy, gdy
A= f"1(f(A), dla kazdego 4 c X.

67. Udowodni¢, ze f: X —» Y jest injekcja wtedy i tylko wtedy, gdy
f(A\B) = f(A)\ f(B) dla kazdych 4,B c X.

68. Niech f: X — Yiniech {4,},.r bedzie rodzing podzbiorow zbioru X za$
{B},s bedzie rodzing podzbiorow zbioru Y.
Pokazac, ze:

f(Ya)=ysan  1(na)=nra.

teT teT teT teT
f“(UBs>= U S @), f"(ﬂBs)= N/ (B).
seS seS seS seS

69. Pokazac, ze jezeli f i g sa funkcjami roznowartosciowymi (i mozna je
zZtozye), to (go f) ™' = fleg™h.

70. Niech f: X - Y, g:Y - X beda takimi funkcjami, ze go f = iy, tzn.
g(f (x)) = x dla dowolnego x € X. Pokaza¢, ze f jest roznowartosciowa i g jest
surjekcja. Czy f i g musza by¢ bijekcjami?

71. Niech f, g: A —» R beda funkcjami ograniczonymi z gory. Pokazac, ze
sup[ f (x)+9g(x)] < sup f (x)+supg(x).

xeAd xeA xeA
Czy znak nierdOwnos$ci mozna zastapi¢ rownoscia?

72. Niech f, g: A —» R beda ograniczone z dotu. Pokazaé, ze:
inf f(x)+ inf g(x) < inf [ f (x)+9g (x)].

xeA xeA xeA
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73. Niech f: 4 — R bedzie ograniczona z dotu. Pokazac¢, ze

sup[—f(x)] = —inf £ (x).

xeA xeA

74. Niech f: A4 — R bedzie ograniczona z gory za$ g: A —» R ograniczona.
Udowodnié, ze

sup f (x)+ inf g (x) < sup [f (x)+g (x)].

xeA xeA xed
75. Niech f, g: A - R beda ograniczone z gory. Pokazac, ze
Isup f (x)—sup g (x)] < sup|f (x)—g (x)|.

xeAd xeA xeA
76. Niech f:A — R bedzie ograniczona z gory. Pokazac, ze
sup[ f (x)+C] = C+supf(x),

xed xeAd

gdzie C = const.

77. Niech f:R2\{(0,0)} >R, f(x,y) =
sup f(x,y)1 inf f(x,y).

(x,y) # (0, 0) (x,y) # (0, 0)

. Wyznaczy¢
x2+y? y y

78. Niech f:R - R bedzie funkcja majaca t¢ wilasnos¢, ze jest ona
ograniczona z gory na wszystkich podzbiorach R ograniczonych z gory.
Pokazac, ze funkcja f, gdzie f(x) = sup[f(y):y < x], jest funkcja rosnaca.

79. Niech f:R >R, f(x) = min (x2—oax). Wyznaczy¢ f~*(—1,1).
ae[0, 1]

80. Niech # bedzie rodzina funkcji okreslonych na zbiorze D = R o wartos-
ciach rzeczywistych, rosnacych i wspolnie ograniczonych z gory na D (tzn. istnieje
stata M _taka, ze f(x) < M dla kazdego fe# i kazdego xe D). Pokazac, ze
funkcjaf: D — R, okreSlona w nastepujacy sposob

f(x) = sup f (x),

feF
jest funkcja rosnaca na D. Sformulowaé analogiczne twierdzenie dla rodziny
funkcji malejacych.

81. Niech D bedzie niepustym podzbiorem R oraz niech dane beda funkcje
x:D—R oraz f:DxR — R. Pokaza¢, ze:

a) jezeli x jest funkcja rosnaca, zas$ f jest funkcja rosnaca ze wzglgdu na
kazda zmienna (malejaca ze wzglgdu na kazda zmienna), to funkcja t — f(t, x (1))
jest funkcja rosnaca (malejaca),

b) jezeli f (¢, x) jest rosnaca ze wzglgdu na ¢ i malejaca ze wzgledu na x (lub
na odwrot), za$ funkcja x jest malejaca, to funkcja t — f (¢, x(t)) jest rosnaca
(malejaca).

82. Skonstruowac przyklad funkcji f:R — R, ktora nie jest stala i ktorej
okresami sa liczby 1 i ﬁ .
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83. Pokazac, ze kazda funkcja f:R — R, ktorej okresami sa liczby 1 i \/—2— R
jest funkcja mikrookresowa.

Uogolni¢ to twierdzenie pokazujac, ze kazda funkcja f:R — R, ktorej
okresami s liczby 1i pewna liczba niewymierna s, jest funkcja mikrookresowa.
Wskazowka: Skorzystac z zad. 79, rozdz. II1.

84. Pokazac, ze kazda funkcja f:R — R, ktora jest ciagla i mikrookresowa
jest funkcja stala.

85. Dowies¢, ze jezeli f:R — R oraz istnieje a # 0 takie, ze

(I=f)fx+a)=1+f(x)
dla kazdego xeR, to f jest funkcja okresowa.

86. Zalozmy, ze g:(0,00)>R jest taka funkcja wypukla, ze
lirg+ g(x) = a < 0. Niech ¢ (x) = g(x)/x. Wykazaé, ze ¢ jest funkcja rosnaca.
Udowodni¢ takze, ze teza pozostanie prawdziwa, jezeli zalozymy, ze funkcja
g:R, - R jest taka funkcja wypukla, ze g(0) = a < 0.
Uwaga: Niech I bedzie przedziatem. Funkcje f:I — R nazywamy funkcjg
wypuklq, jezeli dla dowolnych x,yeI oraz ae[0, 1] jest spetniona nierowno$é

flex+(1—a)y) < af (x)+(1—a) £ (y).
Jezeli jest spelniona nier6wno$¢ przeciwna, to funkcje f nazywamy funkcjg
wklesiq.

87. Niech f:R, — R bedzie taka funkcja wklesta, ze f(0) = a > 0. Poka-
za¢, ze funkcja f jest podaddytywna tzn.

Sx+y) < fX)+1 )
dla dowolnych x,yeR,.



Rozpziar V

ELEMENTY TOPOLOGII
W PRZESTRZENIACH METRYCZNYCH

Uzywa¢ bedziemy nastgpujacych oznaczen:

K (x,7r) — kula otwarta o srodku w punkcie x 1 promieniu r,

K (x,r) — kula domknigta o $rodku w punkcie x i promieniu r,
S(x,r) — sfera o $rodku w punkcie x i promieniu r,

A — domkniegcie zbioru 4,

A— wngtrze zbioru A4,

A? — pochodna zbioru A4, tzn. zbiér wszystkich punktow skupienia tego zbioru,
Fr A — brzeg zbioru 4,

diam A — $rednica zbioru 4,

dist (x, A) — odlegtos¢ punktu x od zbioru A4,

dist (A4, B) — odlegtos¢ zbioréow A4 i B,

R — zbidr liczb rzeczywistych ze zwykla metryka.

Czesé A

1. Niech X bedzie zbiorem niepustym. Wprowadzmy funkcjed: X x X - R
W nastepujacy sposob:

1 dla x #
d(x,y)={ Y

0 dla x=y.
Pokazac, ze d jest metryka w zbiorze X.
Uwaga. Metryka ta nazywa si¢ metrykq dyskretng albo metrykq 0—1.

2. W przestrzeni X z metryka dyskretng wyznaczy¢ K (x,r), K (x,r), S (x,7)
w nastepujacych przypadkach:

) reO,1, 2r=13)r>L

3. Sprawdzié, czy funkcja d:R? — R okreslona wzorem d(x,y) = |x*—y?,
jest metryka w zbiorze R.

4. Niech f:R — R bedzie funkcja roznowartosciowa. Pokaza¢, ze wzor
d(x,y) = |f (x)— f (y)| definiuje metryke w zbiorze R.
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5. Oznaczmy przez R zbiér R u {—o00, + 0}, gdzie —o0 oraz +oo sa
pewnymi elementami nie nalezacymi do R, r6znymi migdzy soba. Wezmy funkcje
f:R - [—1,1] okreslona w nastepujacy sposob:

l-liclxl dla xeR
FO=9"1" dla x = 100
—1 dla x= —oo0.

a) Pokazac, ze f jest bijekcja,
b) uzasadnié, ze funkcja d:R xR — R okre$lona wzorem
d(x,3) = 1f ) —f O,
jest metryka w zbiorze R.

Uwaga. Zbior R z okreslona wyzej metryka nazywa sie rozszerzong prostq
rzeczywistq.

6. Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna. Pokazal, ze funkcja
d(x,y)

d,: X x X - R okreslona wzorem d, (x, y) = T1d(.y)

, jest tez metryka w zbio-
rze X.

7. Sprawdzi¢, czy funkcjad: N x N — R (N oznacza zbior liczb naturalnych)
okreslona wzorem

1 1
n ml

jest metryka z zbiorze N.

d(n,m) =

8. Niech k bedzie ustalong liczba naturalna. Rozwazmy trzy funkcje
d,.d,,d,:R¥xR¥ > R, okreslone w nastepujacy sposob:
Dla x = (x;,X,,..,x)€R¥, y = (y;,3, ., ;) €R* przyjmujemy

’ k
de(x’y)= Z (xi_yi)29
i=1

dm(xﬂy) = max |xi_.))i|9
1<i<k

k
d,(x,y)= Z Ixi—yil-

i=1
Pokaza¢, ze wszystkie trzy funkcje d,, d,, i d, sa metrykami w zbiorze R*.
Uwaga. Metryka d, nazywa si¢ metrykq euklidesowaq, d,, — metrykq maksimum,
a d, — metrykq takséwkowq.

9. Niech zbior N bedzie wyposazony w metryke d okreslona w zad. 7.
a) Pokaza¢, ze N jest ograniczony i wyznaczy¢ diam N,

b) znalez¢ K <2, %) iK <2, %),

¢) pokaza¢, ze kazdy podzbior zbioru N jest jednoczesnie domkniety
i otwarty,
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d) wyznaczy¢ Fr{neN:n > 3}
e) czy N jest przestrzenia spojna?

10. W przestrzeni R? wyznaczyé K((0,0),1) oraz S((1,2),2) zakladajac
kolejno, ze R? jest wyposazona w metryke euklidesowa, maksimum i metryke
taksowkowa.

11. Niech R bedzie rozszerzona prosta rzeczywista (por. zad. 5).
a) Wyznaczy¢ diam [ —1,1], diam (—1,+ c0), diam [ — 0, 2),

1 3
b) wyznaczy¢ K( 2) S(1,1) oraz K< 2),
¢) znalez¢ dist (4, B), gdzie A = (—0,0), B=[2, + ]

12. Sprawdzi¢, czy zbior 4 = {x >0:sin—= 0} jest zbiorem ograniczo-
X
nym w R. Jezeli tak, to wyznaczy¢ jego Sredniceg.

13. W przestrzeni R? wyznaczy¢ diam A, gdzie A = [0, 1] x [0, 1], kolejno
w metryce euklidesowej, maksimum i taksowkowej.

14. Niech 4 < R2, 4 = {(x,y):x2 +y* < 1}. Wyznaczy¢ dist((1,1), A) oraz
dist((1,2), 4) w metryce euklidesowej, maksimum i taksowkowej.

15. W przestrzeni R? (z metryka euklidesowa) zadany jest zbior
A=[—-1,1]1x[—1,1]. Wyznaczy¢ funkcje f:R, - R, okreslonag wzorem
f(r) = diam (4 n K((2,0),7)).

16. Wyznaczy¢ funkcje ¢ :R, —» R, okreslonag wzorem
¢(r) = diam (K (0,0), 1) n K ((1,0),7),
gdzie kule te sa rozwazane w przestrzeni R? z metryka euklidesowa.
17. W przestrzeni R? (z metryka maksimum) rozwazmy zbior
A= {(x,y):x*+y* < 1}. Wyznaczy¢ funkcje g:R, - R,
g(r) = diam (4 n K ((1,1),7)).
18. Wyznaczy¢ punkty domknigcia i punkty skupienia zbioru

1
A= {n+ % n,ke [N]} w przestrzeni metrycznej R.
19. W przestrzeni R wyznaczy¢ pochodna zbioru 4 = {(— 1y’m+
nneh}
+—:n,meN;.
n

20. W przestrzeni R podac przyklad takich dwoch zbiorow A i B, ze
wszystkie cztery zbiory An B, AN B, AN B, An B sa rozne miedzy soba.
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21. W przestrzeni R wyznaczy¢ A¢ oraz FrA, gdzie

A= {xeR:sin—l—= 0}.
X

— 1
22. Wyznaczy¢ C, C% FrC, gdzie C = {(—1)"+ ;:neN} jest zbiorem
W przestrzeni R.

1 1 .\
23. Niech A c R, 4 = {; + ;:n,meh\‘\]}. Wyznaczyé A4, (49, ((A") ) .
24. Pokazac, ze jesli zbior A < R jest ograniczony z gory oraz jesli 4 nie ma
maksimum, to sup A4 jest punktem skupienia zbioru A.

25. W przestrzeni R? z metryka euklidesowa wyznaczy¢ punkty skupienia
zbiorow:

{(—1)" >ne[N]}, B={(x,y)eR2:y=sin%,x>O},

© 1
Cc= ) C,, gdzie C, —{(x y)eR?: y——smx}

n=1

26. Niech f:R?—>R? bedzie funkcja okreslona wzorem f(x,y) =
=(@2x+y,x—y). Wyznaczy¢ punkty skupienia zbioru f~'(B), gdzie

11
B = {1,5,5, } x {1} (zakladamy, ze w R? jest metryka euklidesowa).

27. Niech f:R* >R? bedzie funkcja okreslona wzorem f(x,y) =
= (x+2y,x—y+3). Wyznaczy¢ punkty domknigcia i punkty skupienia zbioru

1
f(A), gdzie A = {—: ne ll“\]} x {1} oraz w R? jest metryka euklidesowa.
n

28. Wyznaczy¢ punkty domkniecia, skupienia i brzeg nastepujacych zbio-
row w przestrzeni R? z metryka euklidesowa:

{<1+—2( )"+ 1) ne[l‘\‘]} B=([0,1]u {2})x(0, 1),

C= U C,, gdzie C, = {(X,y):y=nx i x2+y?= 1},
n=1

-1 1
29. Niech A4, = {(x,y)eRz:x _ =D s ly—x?—1] SE}, nelN, oraz
n

niech 4 = () A,. Wyznaczyé A, A% oraz A w przestrzeni R? z metryka
n=1

euklidesowa.
30. W przestrzeni R*> z metryka euklidesowa wyznaczy¢ wnetrze zbioru

1
A—UA,,,gdzwA_{(xy)n < x2+y? n+~+2} nelN.

n=1
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31. W przestrzeni R? z metryka maksimum wyznaczy¢ punkty domknigcia
i punkty skupienia zbioru

1
A= {(x,y):y =2x+ P n= 1,2,...}.

32. Wyznaczyé brzeg zbioru liczb wymiernych @ w przestrzeni R.

33. Wyznaczy¢ A, A oraz FrA, gdzie A= \J 4,, przy czym

Az1

A4,= {(x, y)eR?:y = sin Ax, xe[O, g]} oraz w R? jest metryka maksimum.

34. W przestrzeni R? (z metryka taksowkowa) sa dane zbiory
A, = {(x,y):xe[0,1], y=x"}, neN, A= 4,.

n=1

Znalez¢ A. Czy A jest zbiorem domknigtym?

35. Pokazaé, ze w przestrzeni metrycznej z metryka dyskretna zaden zbior
nie ma punktow skupienia.

36. Udowodnié, ze jesli x jest punktem skupienia zbioru 4, to w kazdym
otoczeniu punktu x znajduje si¢ nieskonficzenie wiele punktéw ze zbioru A.

37. Wyznaczy¢ punkty skupienia zbioréw N i Z w przestrzeni R oraz
w rozszerzonej prostej rzeczywistej R.

38. Czy prawda jest, ze Fr K (x,r) = S(x,r)?
39. Czy prawdziwa jest rownos¢ K (x,r) = K (x,r)?

40. Udowodni¢, ze kula K (x,r) w przestrzeni metrycznej (X, d) jest zbiorem
otwartym w tej przestrzeni.

41. Udowodni¢, ze suma dowolnej rodziny zbioroéw otwartych jest zbiorem
otwartym, za$ iloczyn skonczonej ilosci zbiorow otwartych jest zbiorem
otwartym.

42. Pokaza¢ na przykladzie, ze iloczyn nieskonczonej ilosci zbiorow
otwartych nie musi by¢ zbiorem otwartym.

43. Udowodnié, ze A jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jego dopelnienie
A’ jest zbiorem domknigtym.

44. Udowodnié, ze suma skonczonej ilosci zbiorow domknigtych jest
zbiorem domknigtym, a iloczyn dowolnej rodziny takich zbiorow jest tez
zbiorem domknigtym.

45. Pokazaé na przykladzie, ze suma nieskonczonej rodziny zbiorow
domknietych nie musi by¢ zbiorem domknigtym.
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46. Udowodnic, ze czgs¢ wspolna skonczonej ilosci otoczen danego punktu
jest otoczeniem tego punktu.

47. Niech A bedzie dowolnym zbiorem niepustym w przestrzeni metrycznej
X z metryka d. Kula o srodku w zbiorze 4 i promieniu r > 0 nazwiemy zbior
K (A,r) zdefiniowany nastepujaco

K(A4,r) = {xe X :dist(x, 4) < r}.
Pokaza¢, ze K(4,r) = () K(x,7).

xeAd

48. Pokaza¢, ze K(K (x,r),r,) = K (x,r, +r,) (por. poprzednie zadanie).
Pokaza¢ na przykladzie, ze inkluzji nie mozna na ogét zastapi¢ réwnoscia.

Czeé¢ B

49. Niech A bedzie podzbiorgm przestrzeni metrycznej X,
a) Pokaza¢, ze xe A <> dist(x, 4) = 0,

b) udowodni¢, ze x € 4 <> istnieje ciag {x,} = 4 taki, ze lim x, = x.

n— ©

50. Pokaza¢, ze diam A = diam A4, o ile 4 jest ograniczonym podzbiorem
przestrzeni metrycznej X.

51. Udowodni¢, ze dist (x, 4) = dist (x, A).

52. Niech 41 B beda ograniczonymi podzbiorami przestrzeni metrycznej X.
Pokaza¢, ze jesli B « K (A4,r),to An K (B,r) # PorazB c K(A N K (B,r),r)(por.
zad. 47).

Udowodni¢ nastepujace wlasnosci domkniecia zbioru:
53. Ac A.
54. A=A,
55. AUB=AUB.
56. AnB< AnB.

57. A\Bc A\B.
Czy w zad. 56 i 57 inkluzje mozna zastapi¢ rowno$ciami?

5§8. Pokazag, ze jesli G jest otwarty, to GNn A = G N A.

Uzasadni¢ nastepujace wlasno$ci wnetrza zbioru:

59. fiCA.
60. A=A

6. AnB=ANB.
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62. /iuB°cAuB.
63. A\B=A\B.

Czy inkluzje w zad. 62 i 63 mozna zastapié rownosciami?

64. Pokazac, ze jesli F jest domkniety, to m = m
Udowodni¢ nastepujace wlasnosci brzegu zbioru:

65. Fr A jest zbiorem domknigtym.

66. Fr(AUB)cFr4UFrB.

67. Fr(AnB) = FrA U FrB.

68. 4= A\Fr4.

69. A= AUFrA

70. Fr(4A') = Fr A.

7. FrtAc FrA.

Pokaza¢ na przykladach, ze w zad. 66, 67 i 71 inkluzji nie mozna zastapi¢
rownosciami.
72. Pokazaé, ze jesli AnB=ANB =0, to Fr(AuB)=Fr4d UFrB.
73. Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni metrycznej X. Udowodnid, ze:
° —_— — —— — ——
8) A=X\X\A4, b) A=X\X\4, ¢) X\4d=X\A4.

. Zbidr A bedziemy nazywaé brzegowym w przestrzeni metrycznej X, jezeli
A=0.

74. Pokazac, ze:

A jest brzegowy <> X\ A = X < A c Fr A.

75. Uzasadnic, ze nastgpujace trzy warunki sa sobie rOwnowazne:

a) A jest brzegowy,

b) kazdy zbior otwarty zawiera punkty nie nalezace do A,
c) A’ jest zbiorem gestym.

76. Pokazac, ze zbior liczb wymiernych @ oraz zbiér liczb niewymiernych
@’ s3 brzegowe w R.

71. Pokaza¢ na przykladzie, ze suma dwoch zbioréw brzegowych nie musi
by¢ zbiorem brzegowym.

78. Udowodni¢, ze suma dwoch zbioréw brzegowych, z ktorych jeden jest
zbiorem domknigtym, jest zbiorem brzegowym.

4 Zbior zadan z analizy matematycznej
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Zbior, ktorego domknigcie jest zbiorem brzegowym w przestrzeni metrycz-
nej X, nazywamy zbiorem nigdziegestym w tej przestrzeni.

79. Pokazaé, ze A jest nigdziegesty cAd=0sX=X \ 4.

80. Udowodni¢, Zze zbior A jest nigdziegesty <> w kazdej kuli zawiera si¢
kula nie majaca punktow wspodlnych ze zbiorem A.

81. Pokazaé, ze zbior nigdziegesty jest zbiorem brzegowym ale nie na
odwrot.

82. Udowodni¢, ze suma zbioru brzegowego i nigdziegestego jest zbiorem
brzegowym.

83. Przedziat [0,1] dzielimy na trzy roéwne czgSci i usuwamy z niego

12
srodkowy przedzial otwarty (—, 3) Kazdy z dwoch pozostalych przedziatow

1 2 . , .
|:0, 3] i l}, 1] dzielimy na trzy rowne czgsci i usuwamy Srodkowe przedzialy

otwarte (é,g) i (g,g) Kontynuujemy to postgpowanie w nieskonczonosc.

Otrzymany w wyniku takiej konstrukcji podzbior przedziatu [0, 1] oznacz-
‘my przez C.

a) Pokazac, ze C pokrywa si¢ ze zbiorem Cantora zdefiniowanym w zad. 44,
rozdz. 111,

b) uzasadnié, ze C jest zbiorem domknigtym,

¢) pokaza¢, ze C jest zbiorem nigdziegestym.

84. Pokazaé, ze rodziny kul {K (x,7)},> o, {K (x,7)},> o tworza fundamental-
ne uklady otoczen punktu x.

85. Niech X bedzie zbiorem niepustym i niech d,, d, beda dwoma
metrykami na zbiorze X. Metryki te bedziemy nazywac jednostajnie réwnowaz-
nymi, jezeli istnieja liczby o > 01 f > O takie, ze

adl (x,y) < dz(x,)’) < ﬁdl (x’y)
dla dowolnych x,ye X. ‘

Pokazaé, ze w przestrzeni R¥ metryki: euklidesowa, maksimum i taksow-
kowa sa jednostajnie rownowazne (por. zad. 8).

86. Przyjmujac definicj¢ z poprzedniego zadania uzasadni, ze je§li w prze-
strzeni metrycznej (X, d) wprowadzimy metryke d, jak w zad. 6, to metrykidid,
nie sg na ogodt jednostajnie rownowazne.

87. Niech d,, d, beda metrykami jednostajnie rOwnowaznymi na zbiorze
X (zob. zad. 85) i niech x bgdzie dowolnie wybranym punktem przestrzeni X.
Pokazac¢, ze U jest otoczeniem punktu x w przestrzeni (X, d,) <> jest otoczeniem
punktu w przestrzeni (X, d,). Wywnioskowac stad, ze:
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a) A jest otwarty w (X,d,)<> A jest otwarty w (X, d,),

b) A jest domknigty w (X,d,)<> A4 jest domkniety w (X ,d,),

¢) domknigcie, wnetrze, brzeg i pochodna zbioru A w przestrzeni (X ,d,) sa
takie same w przestrzeni (X, d,),

d) Ajest brzegowy (nigdzieggsty) w (X ,d,) <> A4 jest brzegowy (nigdziegesty)
w(X,d,)

-88. Niech (X,,d,) oraz (X,,d,) beda przestrzeniami metrycznymi. W zbio-
rze X = X, x X, wprowadzamy metryke d, przyjmujac

d«xl 5 X2), (V15 J’2)) = max {d1(x1 s Y1) da(x 2, J’2)}~
Pokaza¢, ze K ((x;,xX,),” = K,(x,,r)x K,(x,,7), gdzie kule te sa brane
W przestrzeniach X, X, oraz X ,, odpowiednio.

89. Pokaza¢, ze przestrzen z metryka 0—1 jest zupelna.

90. Sprawdzi¢, czy zbior liczb naturalnych N z metryka d okreslona w zad.
7 jest przestrzenig metryczna zupetna.

91. Pokaza¢ na przyktadzie, ze czg$¢ wspolna zstepujacego ciagu zbiorow
spojnych nie musi by¢ zbiorem spojnym.

92. Sprawdzi¢, czy czgs¢ wspolna zstepujacego ciagu zbiordéw domknietych
ispdjnych jest zbiorem spdjnym.

93. Pokazac, ze jezeli z plaszczyzny R? usuniemy wszystkie punkty majace '
obie wspotrzedne wymierne, to powstaly w ten sposdb zbidr jest spojny (w
przestrzeni R? z metryka euklidesowa).

Czesé C
94. Niech C[a,b] oznacza zbidér wszystkich funkcji y = f(x), ktore sa
okreslone i ciagle na przedziale [a,b]. Dla f, ge C[a,b] okreslamy

d(f.g)= max { min J(xz—x1)2+(f(x2)—g(xl))2}.

x,€la,b] (xq €la,b]

Sprawdzié, czy d jest metryka w zbiorze C[a,b].

95. Dowies¢, ze jezeli A i B sa ograniczonymi podzbiorami przestrzeni
metrycznej X, to

diam (4 U B) < diam A +diam B+ dist (4, B).
96. Niech {x,}, {y,} beda ciagami Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej

(X,d). Okre$lmy ciag liczbowy {a,} przyjmujac, ze a, = d(x,,y,), n=1,2,..
Pokazac, ze ciag {a,} jest zbiezny.

97. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna oraz niech 4 oznacza zbidr
wszystkich ciagow Cauchy’ego w tej przestrzeni. Dla {x,},{y,} € A okreslmy
relacje S nastgpujaco:

4*
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{%u} S {ya} < lim d(x,,y,) = 0.
Pokazad, ze S jest relacja rownowaznosciowa.

98. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna zupelng oraz niech {4,},.n
bedzie ciagiem podzbiorow niepustych i ograniczonych w X takim,ze 4, o 4,4

dla n=1,2,..,4, sa domknig¢te oraz lim diam 4, = 0. Pokaza¢, ze ﬂ A,

n— oo
sklada sie¢ doktadnie z jednego punktu.
Uwaga. Twierdzenie zawarte w tym zadaniu nosi nazwe¢ twierdzenia Cantora
o ciaggu zbiorow.

n=1

Zbior, bedacy suma 'przeliczalnej ilosci zbiorow domknigtych nazywamy
zbiorem typu F,, zbior za$, bedacy iloczynem przeliczalnej ilosci zbiorow
otwartych — zbiorem typu Gj;.

99. Pokazacé, ze kazdy zbior otwarty jest zarowno zbiorem typu F,, jak
i zbiorem typu G;.

100. Pokazad, ze kazdy zbior domknigty jest zbiorem typu F_ i zbiorem
typu G;.

101. Udowodni¢, ze dopelnienie zbioru typu F, jest zbiorem typu G, i na
odwrot.

102. Pokaza¢, ze przedzial postaci [a, b) lub (a, b] jest zbiorem typu F i G,.

103. Pokazad, ze zbior liczb wymiernych @ jest zbiorem typu F,, a zbior
liczb niewymiernych @' — zbiorem typu Gj,.

Zbior, bedacy suma co najwyzej przeliczalnej ilosci zbioréw nigdziegestych
nazywamy zbiorem I kategorii. Zbior, ktory nie jest I kategorii, nazywamy
zbiorem 11 kategorii.

104. Pokazad, ze zbior liczb wymiernych @ jest zbiorem I kategorii, ale nie
jest nigdziegesty (w przestrzeni R).

105. Udowodni¢ nastgpujace twierdzenie, zwane twierdzeniem Baire’a:
W przestrzeni metrycznej zupetnej kazdy zbior I kategorii jest brzegowy.

106. Udowodni¢, ze suma dwoch zbiorow I kategorii jest zbiorem I ka-
tegorii.

107. Pokazaé, ze przestrzen metryczna zupelna jest zbiorem II kategorii.
108. Pokaza¢, ze kazdy przedziat w R jest zbiorem II kategorii.

109. Pokazaé, ze dopelnienie zbioru II kategorii nie musi by¢ zbiorem
I kategorii.

110. Udowodnié¢, ze zbior liczb niewymiernych @’ jest zbiorem II kategorii
w R.
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111. Udowodni¢, ze zbior liczb niewymiernych @’ nie jest zbiorem typu F,
oraz, ze zbior liczb wymiernych nie jest zbiorem typu G, (w przestrzeni R).

112. Pokaza¢, ze w przestrzeni metrycznej zupeinej dopelnienie zbioru
I kategorii jest zbiorem II kategorii.

113. Zbiorem rezydualnym nazywamy zbior, ktérego dopelnienie jest
zbiorem I kategorii.

Pokaza¢, ze w przestrzeni metrycznej zupelnej kazdy zbior rezydualny jest
zbiorem II kategorii.

114. Pokaza¢ na przykladzie, ze w przestrzeni zupelnej nie kazdy zbior I
kategorii jest rezydualny.

115. Udowodni¢, ze kazdy zbior rezydualny w przestrzeni metrycznej
zupelnej jest gesty w tej przestrzeni.

Bedziemy mowi€, ze podzbior A przestrzeni metrycznej X ma wlasnosé
Baire’a, jesli A moze by¢ przedstawiony w postaci

A=GaP,
gdzie G jest pewnym zbiorem otwartym, za$ P jest zbiorem I kategorii.

116. Pokaza¢, ze A ma wlasno$¢ Baire’a wtedy i tylko wtedy, gdy mozna go

przedstawi¢ w postaci A = F aQ, gdzie F jest domkniety, Q za$ jest zbiorem
I kategorii.

117. Pokazac, ze kazdy zbior otwarty lub domkniety ma wlasnosé¢ Baire’a,
a takze, ze kazdy zbior I kategorii ma wlasno$é¢ Baire’a.

118. Udowodni¢, ze dopelnienie zbioru majacego wlasnosé¢ Baire’a ma
wlasnos¢ Baire’a.

119. Udowodnic, ze zbior liczb wymiernych @ oraz zbior liczb niewymier-
nych @' maja wlasno$¢ Baire’a.



Rozpziar. VI

CIAGI LICZBOWE

Czes¢ A

1. Sprawdzi¢, czy nastgpujace ciagi sa monotoniczne i ograniczone:
n n’+2n+1

a) a, =, b) b, =—5—,

) n on ) n n:—73

2” n

c) Cp = "7 d) dn = n<_1) .
n!

2. Niech {a,} bedzie zadanym ciagiem liczbowym i niech {b,} bedzie
a,+a,+..+a,
n

jesli {a,} jest ograniczony (monotoniczny), to rowniez {b,} jest ograniczony
(monotoniczny).

ciagiem okreslonym nastepujaco: b, = ,n=12, . Wykazac, ze

3. Korzystajac z definicji granicy udowodnic, ze:

2n+1 —1y
a) lim 20— by lim ) —o,
n—->w N 1 n— oo n
. 2n . e
RIS B D,z =

e) lim log(logn) = co.

n— oo

4. Pokazaé, ze jezeli {a,} jest ciagiem ograniczonym, za$ {b,} ciagiem
zbieznym do zera, to lim a,b, = 0.

n— o

5. Obliczy¢ granice ciagow:

n . l+2++n
= ———sin(3n+1), b) b, =——"""cosnl
a) a, n2 1Sl (n ) )b " cosnl,

¢) ¢,=sin/n+1 —sinﬁ.
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6. Obliczy¢ granice ciagow:
_1+44+7+..4+(3n-2)

) a, - ,

1 -2
b b= 172434+~

n’+1
0, = 12422434 4n?
" oend —n?+2n+1

1 2 e 4.3n+1 2.411

d) d —-Fet-tm n ¢ e = +

1(n 1 (n 1 (n
Dﬂ:ﬁ@>+ﬁ(9+54§’ 8 gu=/n*+n—/n’—n,
2 —
h) h,=/n*+n? - /n*—n%, i - HSon

<n+2>
D=~
n
o b LA ST
! \/n+1—\/; ’

11 1
N R

2 4 2 2)! 1)!
DI, = , m) m = OFD D
Ppayly 1 (142 —(n+ 1)

379 3

1. Wykorzystujac twierdzenie o trzech ciagach wyznaczyé granice na-
stepujacych ciagdw:

a) an=" 2.3n+4.7n’
b) b, =1/3n+sinn,

¢) c,,=m,
n

1 2 n
dd =— 4+ = 4 ..
) d n?+1 +n2+2+ +n2+n’
€) ] (L
e, = _— [
" 1+n2 2+n2 n+n2 4

n

Y =dz_(‘1)"+1+(_1)"+2+'~+(—1)2"



56 VL. CIAGI LICZBOWE

8. Niech {a,} bedzie ciagiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie row-
nym 3 i o roznicy rownej 2, {b,} za$ ciagiem geometrycznym, gdzie b, = 2 oraz
iloraz jest rowny 3. Obliczyc

lim Yt t-+d,

"o nlogb,

2
9. Niech a, = <"2 ) b, = (14+2+..4n)> n =23, Obliczyé lim 2.

-
n o0 n

n+2

10. D iagi i {b,}, gdzi =
ane sa ciagi {a,} i {b,}, gdzie a, (n+ )

>, b,=2+4+..42n.

aZ
Obliczy¢ lim -~.

nooo b,

Snt1 7% odzie c, = 2n),n = 1,2,..
+c

n+1 n

11. Obliczy¢ granicg ciagu {b,}, b, =

12. Obliczy¢ granice:
a) lim n(}/ n*+n—n),
b) lim (3/n(n+1)> -3/ n(n—1)?).

n— o

13. Obliczy¢ granice ciagow:

oD - 6-3)

1
Db =— b — 4 ...
e T T T Sy ¢
142—-3+44+5—6+7+8—-9+..—3n
)¢, = 5 .
n“+n+1
14. Niech {a,} bedzie zadanym ciagiem takim, ze lim 91;—1 =gq,

q = const. Pokaza¢, ze jezeli g < 1, to lim a, = 0.

n— o

15. Obliczy¢ granice ciagow:
a) a

n = -n_!’

nk

b) b, = o gdzie k i C sa stalymi, przy czym ke, za$§ C > 1.

16. Pokaza¢, ze kazdy ciag rosnacy i ograniczony od gory (malejacy
1 ograniczony od dotu) jest zbiezny do granicy wlasciwe;.
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17. Pokazag, ze ciag {a,}, gdzie

P A
a = — J— — cee J—
"2 223 2"

jest zbiezny. Oszacowac granicg tego ciagu.

; 1 1 1 e .
18. Niecha, = 1+ ptatotoan= 1,2,... Pokazag, ze ciag {a,} jest

zbiezny oraz lim a, < 2.

n—> ©

1\" n+1
19. Udowodni¢, ze ciagi {(1 + ;) }oraz {(1 + ;) } sa zbiezne i to do tej

samej granicy (oznaczamy ja przez e i nazywamy liczbq Eulera).

1 n
20. Wykazac, ze 0 < e— <1+ ;) < ;31- dlan=12,..

21. Niech dane bgda dowolne ciagi {a,} i {b,} takie, ze lim a, = co oraz

lim b, = — 0. Pokazag, ze

n— oo

) 1\%» . 1 bn
Iim|{l1+—) =lim|{1+—] =e.
n— o a, n— o b"

22. Wykazad, ze nastepujace ciagi sa zbiezne do zera:
' 2" n! (n))?

w b) b, = )

a) a, =

Wskazdwka. Skorzystac z zad. 14.

23. Pokazadé, ze lim !

n=wo/ nl

Wskazowka. Skorzystac z zad. 66, rozdz. 1.

0.

24. Obliczy¢ granice nastepujacych ciagow:

1\ 3n_1 n+4
= 1-——— =
a) a, ( n>, b) b, (3n+1) :

2 2n2+5 2 n
¢) ¢, = (—*—3) d) d, = ( - 1)<2), n>2,

n’+1

1\"
e) en=<1+'—13>.

25. Niech {x,} bedzie dowolnym ciagiem ograniczonym. Tworzymy nowe
ciagi {o,} 1 {B,} przyijmujac, ze: a,=inf{x,:k >n}, B,=sup{x,:k > n},
n=12,..

Pokazac, ze ciagi {a,} i1 {8,} sa zbiezne (do granic wlasciwych).
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Uwaga. Granicg lim o, oznaczamy przez liminf x, i nazywamy granica dolng
n— o n— o
ciagu {x,}, za$ granice¢ lim f, oznaczamy przez lim sup x, i nazywamy granicq
n-— oo n— oo
gornq ciqgu {x,}.

26. Pokazac, ze dla dowolnego ciggu ograniczonego {a,} zachodzi:
inf{a,:neN} < hm 1nfa limsupa, < sup {a,:neN}.

27. Wyznaczy¢ granice dolne i gorne nast¢pujacych ciagow:

a) a, = (1), b) b, = (= 1)[(=1y+1],
_1 n\n
c) c,,=<1+( )>, d) d,,=sinﬂ.
n 2
28. Pokazac, ze jezeli lim a, = a, to lim |a,| = |a.

1
29. Pokaza¢, ze jezeli lim |a,| = oo, to lim — = 0.

n— oo n—ood,

30. Udowodni¢, ze jezeli lim a, =0 oraz a, >0 (a, <0) dla neN, to

n— o
o1 1
lim —=oo( lim — = — o0 |.
n- o dy n—od,

31. Udowodnic, ze jezeli lim a, = a(aeR), to kazdy podciag ciagu {a,} tez

jest zbiezny do a.

32. Zbadad, czy nastgpujace ciagi sa zbiezne:

1 1
a) a,=(—1)n, b) b, = -3<n+ >sin(n!+n2),
n 2
n nm Nne”
= —, d)d,=(1+- .
©) =1 eosy ) 4, < + n)
33. Wyznaczy¢ granice podanych nizej ciagow:
n*+3n—1
o ).
241
b) b, = n[ln(n+3)—Inn], ¢) ¢, = arctg <n—n+—>,

d) d,=/n*=3n(/1-n’+n), o) en=<\3/ 1_% ‘l)n,

ﬂfnzw\/l-'_““ﬂ, 2) gnzﬁ'%’-'-'zﬁ-

n
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Czes¢ B

34. Pokazac, ze jezeli ciag liczbowy {a,} jest zbiezny (do granicy wlasciwej
lub niewtasciwej), to ma on wyraz najmniejszy lub najwiekszy.

35. Element aeR bedziemy nazywaé punktem skupienia ciggu {a,}, jezeli
istnieje podciag tego ciagu zbiezny do a.

Pokazac, ze jezeli {a,} jest ograniczony, to wérdd jego punktow skupienia
istnieje najwigkszy i najmniejszy.

36. Pokazac, ze ciag {a,} jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy ma doktadnie
jeden punkt skupienia.
37. Pokazac, ze jezeli {a,} jest ciagiem ograniczonym, to liczby limsupa,

oraz liminfa, sa punktami skupienia tego ciagu.

n— o

38. Pokazac, ze granica gorna ciagu ograniczonego jest jego najwiekszym
punktem skupienia, a granica dolna — najmniejszym.

39. Pokazac, ze ciag {a,} ograniczony jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy
liminfa, = limsupa,.

n— o n— oo

40. Wyznaczy¢ granicg dolna i gorna nastepujacych ciagow:

3 .n(n— 1)
a) an=<—1>"<2+5>, b) b, = 142 (~ 1" 43-(=1) 2,
n? 2nn 1y . AW
¢) ¢, = 1+nzcosT, d) d,,=<1+;> (—1) +sm7,
) n q 2nm
e, = in—-.
" 1 4
41. Niech {a,} i {b,} beda ciagami ograniczonymi. Pokaza¢, ze:
a) liminfqa, +liminfb, < liminf(a,+b,) < liminfa, +limsupb,,
b) liminfa,+limsupb, < limsup (a,+b,) < limsup a,+limsupb,.

42. Pokaza¢ na odpowiednich przyktadach, ze nierownos$ci w zad. 41 moga
by¢ ostre.

43. Udowodni¢, ze jezeli ciag {a,} jest zbiezny, to dla dowolnego ciagu
ograniczonego {b,} sa prawdziwe zwiazki:

a) limsup(a,+b,) = lim a,+limsupb,,

n— o n— ©

b) limsup(a,b,) = lim a,-limsupb,.

n— oo n— oo

44. Udowodni¢, ze ciag {sinn} nie ma granicy.
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45. Obliczy¢: lim sin(n,/ n*+1).

n— o

46. Niech liczby a, i b, spehniaja zalezno$¢
a,+bo/3 =(2+/3), n=12,..

Obliczy¢ lim 2.

47. Obliczy¢
. sin?1 +sin?2+...+sin’n
Iim .

n— o n

48. Niech a bedzie ustalona liczba rzeczywista. Okreslmy przez indukcje
ciag {a,}:

a,=a, ai=a:-2, n=12,..
Dla jakich a ciag ten jest ograniczony?

49. Obliczy¢ granicg

T 1+3+_5_+ +2n—1
im TRET > )

n— oo 2
50. Pokazac, ze

L] 1
”Lrlzo + +i+§+"'+;’—! =e.

51. Korzystajac z zad. 50 wyprowadzi¢ wzor

2,

n-n!’

_5 1 1 1
e = +'2*!+§—!+"'+‘n—!+

gdzie Q,€(0,1), n =1,2,3,...
52. Pokazaé, ze dla kazdego neN jest spetniona nierowno$é¢
1 1 1
——<ln<1+—> <-.
n+1 n n

53. Pokazac, ze ciag {x,}, gdzie

xn=<1+%)(1+%>...<1+§1;>

jest zbiezny do granicy wlasciwe;.
Wskazowka: Pokaza¢, ze {x,} jest rosnacy i ograniczony z gory.

54. Obliczy¢ granice
lim n(%/a—1),

gdzie a jest stala dodatnia.
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55. Udowodni¢, ze ciag {x,}, gdzie

PR UL L SR S
" 2 3 n ’

jest zbiezny do granicy wiasciwej.

Uwaga. Granica tego ciagu jest oznaczona przez y i nazywana stalq Eulera.

Pokazuje sig, ze y = 0,5772...

56. Obliczy¢ granice

. 1 1 1
lim { ——+ ——+ -+ — .
noo \N+1 n+ 2n
57. Obliczy¢ granice ciagu {a,}, gdzie

n
ay=—1T 71
el +3+..+y

58. Obliczy¢

lim n3<\/;2_+—\/n4-T—n\/—2_>.

n— o

59. Obliczy¢ granice ciagow:

1 1 1
(D) ()

2

-1 P11
"T2341 3341 nd4t

b) b

60. Niech {x,} bedzie ciagiem o wyrazach dodatnich zbieznym do x.
Obliczy¢ granice:

lim (1+ﬁ>.
n— o n

61. Niech m bedzie ustalong liczba naturalna oraz niech a,,a,,...,q,, beda
zadanymi liczbami dodatnimi. Obliczy¢

lim (" a+3ay+.+2 am)"
- :

n-— oo

62. Ciag {x,} jest okreslony w nastepujacy sposob: x; =a, X, ; =
=x,2—yx,)dlan =1,2,..(a oraz y > 0 s3 ustalone). Zbadac, dla jakich a ciag
jest zbiezny i wyznaczy¢ jego granice.

63. Ciagliczbowy {x,} jest okreslony w nastgpujacy sposob: x, = a,x, = b,
- Xn—1 + Xn-2

" 2
Znalez¢ lim x,,.

n— oo

(n = 3,4,..), gdzie a oraz b sa zadanymi liczbami.
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Czesc C
64. Wyznaczy¢ lim sin®(ny/ n®+n).

65. Obliczy¢ granicg lim nsin (2men!).

66. Niech ciag {a,} bedzie okreSlony nastgpujaco: a, = \/;,
a,=./xa,-; (n=23,..), gdzie x jest pewna stala dodatnia. Wyznaczy¢
lim a,.

n—

67. Niech dany bedzie ciag {x,}, gdzie x, = /2, x, =\/2+f,...,

%, = n/24+/2+ 4/ 2,... Obliczyé lim x,.

n— oo

Wskazowka: Zauwazyé, ze x4, = +/ 2+x,,n = 1,2,.. Nast¢pnie pokazac, ze
{x,} jest rosnacy i ograniczony z gory.

. . 1 1
68. Wyznaczy¢ granice ciagu {x,,}, gdzie x,,; = 5<x,, + —~>, przy czym x,
x'l

jest zadana liczba dodatnia.

69. Uzasadnic istnienie i znalez¢ warto$¢ granicy lim 2"x,, gdzie

14+x2 -1
_\/_.._tff_, n=1,2,..
X

n

x; =1, Xy =
70. Wyznaczy¢ lim x,, gdzie {x,} jest ciagiem z zad. 69.
71. Ciag {x,} jest okreslony nastgpujaco:

1
14X,

x,=1,x (n=2,3,4,..). Obliczy¢ granicg tego ciagu.

n

72. Rozwazmy ciag {x,}, gdzie x, jest zadana liczba, a x,,; = |x,—27",
n=1,2,3,.. Przedyskutowac zbieznos¢ tego ciagu i wyznaczy¢ jego granice.

11
73. Niech x, =1 i niech x,,, = x) n— on= 1,2,.. Wykazad, ze ciag

{x,} jest zbiezny oraz wyznaczy¢ jego graniceg.
74. Pokazad, ze liczba e jest liczba niewymierna.

75. Udowodnié, ze jesli lim a, =g (g skonczone lub nie), to rowniez

g Gt Gt ta,

n— o n
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76. Niech {a,} bedzie ciagiem o wyrazach dodatnich takim, Ze istnieje
lim a, = g, przy czym geR. Pokazaé, ze lim ./ a,-a, ..-a, =g.

n— o n— ©

71. Pokaza¢ na przykladach, ze twierdzenia odwrotne do twierdzen z zad.
751 76 nie sa prawdziwe.

e 1 . a,
78. Pokaza, ze jesli lim (a,.;—a,) =g to lim = g.

n— oo n—>o N

79. Udowodni¢, ze jesli {a,} jest ciagiem o wyrazach dodatnich, to
prawdziwa jest implikacja:

lim & — g = lim #/ a, =g.

n>o a, n— oo

Pokaza¢ na przykladzie, ze nie jest prawdziwa implikacja odwrotna.

80. Obliczy¢ granice: lim ——.

n=>w/ nl

Wskazowka: Skorzystaé z zad. 79.

81. Pokazac, ze jezeli ciag {a,} o wyrazach dodatnich spetnia warunek
Gnim < Gy a, dla n,m =1,2,..., to ciag {{/a,} jest zbiezny (do granicy wias-
ciwej).

82. Wykazac, ze jezeli ciag {x,} spelnia warunek

0< Xpim < X,+X,,

. .. , . . X
dlan,m = 1,2,..., to istnieje skoficzona granica lim =".

n—>o N

83. Niech a i b bgda ustalonymi liczbami nieujemnymi. Pokazaé, ze ciagi
{x,} i {y,} okreslone w nastepujacy sposob:
Xp+ Vn
2

xl =a, yl = b’ Xn+1 = xnyn, Yn+1 =

(dla n = 1,2,...) maja wspdlna granice.
Uwaga. Granicg t¢ oznaczamy symbolem pu(a,b) i nazywamy arytmetycz-
no-geometryczng Sredniq Gaussa liczb a i b.

84. Niech {p,n} (n,m = 1,2,..) bedzie zadanym ciagiem podwojnym o wy-

razach nieujemnych takim, ze¢ ) p,,=1 (n=1,2,..) oraz lim p,, =0 dla

n— o

m=1
kazdego ustalonego me N. Ponadto, niech {x,} bedzie ciagiem zbieznym do a.

Pokaza¢, ze ciag {t,}, gdzie t, = ) p,mx,, jest takze zbiezny do a.
m=1

Uwaga. Twierdzenie zawarte w tym zadaniu nosi nazwe twierdzenia Teoplitza.
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85. Udowodni¢ nastepujace twierdzenie, zwane twierdzeniem Stolza:

Jezeli dane sa dwa ciagi {x,}, {y,}, przy czym

1° {y,} jest scisle rosnacy,

2° lim y, = oo,
e Xp—Xp—

3° istnieje lim ———1,

n=>w Y, Yn-1
to lim X = fjm 2=t
n—- o Y, n-w Y, Vn-1

86. Korzystajac z twierdzenia Stolza (zad. 85) pokazac, ze:
17427 +..+n” 1

li =
a) n1—>nc1> n"“ p—l—l’

. 174274 .. +n? n 1
b) 1 — =,
) nl—'n:o< n? p+1> 2
¢ lim 17437 +..+@2n+1)p 27

1.0 nPtt T p+ 1

gdzie p jest ustalong liczba naturalna.



Rozpziar VII

GRANICA 1 CIAGLOSC
FUNKCJI

Uwaga. W zadaniach tego rozdzialu symbol R bedzie oznaczac zbior liczb rzeczywistych
z naturalna topologia.

Czesé A
Obliczy¢ granice:
4 2
1. lim x_—}-3§_4
x— —1 x+1
2. lim (\/x2+1 ——\/xz—l).
x> + o
_ _3
3. lim XX 8 . 4. lim * \/;.
x> 16 %—2 x—*ll_\s/;
2 _ 2 _
5, lim\/x +1 \/x+]. 6. lim x4+ 1 =1

=0 1—/x+1 Tx-0 /x2425 -5
2 _ 3 _
7. lim Y EX X g, lim Y 1Tx=1
x~>+oox( /x2+] _x) x—-0 X
lim (3/x(x+1)7? —3/x(x—1)?).

x>+t

3_ 2 .
10. lim«/x 3x*+4 x+2.

x—2 Xz-—4

11. lim x3(\/x2+ /x4+1—xﬁ).

x> +ow

3 2
12, tim V212 3x2 13, fim Y PXE L
x—1 /4x —3 —1 x—0 X

5 Zbior zadan z analizy matematycznej

b
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14.

15.

17.

19.

20.

22.

24.

25.

26.

28.

30.

32.

34.

3.

36.

38.

VII. GRANICA 1 CIAGLOSC FUNKCII

x/ x2+1

lim +1 x3—1).
lim e VP +1 =/ x*—1)
lim t'gx' 16. lim \/smx—\/cosx
x—0SInXx et sin x —Ccos x
lim CcoSs 2x 18 1 /1—cos x
x_’gsinx—cosx' s S
. COSpX—COSgx L. .
lim ———————, gdzie p i q sa stalymi.
x—=0 X
) .1
lim \/;-sin(./x+1—\/;). 21. lim Xsin—.
x = + 00 x— + X
lim (sin/x+1 —sin./x). 2. lim(l—x)tgn2—x.
x> + o0 x—1
lim \/x+3 s1n \/x+2 \/x+1
x> + o
lim sin./x x+2 - s1n«/x+ f
x> + oo
. oo Jcosx —1
lim x ctg x. 27. lim~——5—.
x—=0 x—0 X
in T
sin| x— — )
i 3 2. i arcsin (x +2)
m-———->=. X _—
x4§1—2cosx x> -2 X 42x
2x+3 x+1 3X—‘1 2x—5
li . 3. & .
x—}riloo<2x+1> x—}r-ri—loo<3x+1>
1 .oer—1
lim 23X 33. lim &
x—=0 X x—=0 X
x2—v2
lim ———
(x,y) ~ (0, 0)x +V
. N |
lim (x+y)sin—-sin—.
(x,y) > (0,0) X y
2 2
Xy 37. lim

(x,y) (0,00 X“+y

. x2 +y2
lim

en-©0 /x2+y*+1 -1

(x,)~(0,0) x?+y*
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(313 4
. sin(x” + . X
39, fim SR 4. lim Y
@w»-0,00 X 1Y x»-0,00% Ty
1
. e
41. lim

4 4
@y —0,0 X TV

42. Obliczy¢ granice jednostronne nastgpujacych funkcji w podanych
punktach i rozstrzygnac, czy funkcje te maja w tych punktach granice:
1
a) f(x) =e * w punkcie x = 0,
Ix—1|

b) f(x )=ﬁ+xwpunkc1ex—1

¢ f(x)= —2 w punkcie x = 2,
. 1 .
d) f(x)= arctg—lT)C w punkcie x = 1,

1 1
e) f(x)= xsin; —cos; w punkcie x = 0,

cos2x —sin’x

f) fx)=

) T
w punkcie x = —.

2
x_ —

2

43. Zbadac ciagtos¢ naste;pujqcych funkcji:
x* dla 0<x<
a) f(x) = {

2—x? dla 1<x< 2,
cosE dla |x| <1
b) g(x) = 2

x—1] dla |x|>1,

1
ﬁarctg- dla x>0
X
0 dla x=0.

¢) hix)=

44. Pokaza¢, ze funkcja f:R? - R, okreslona w nastepujacy sposob:
Xy
flx,y) =4 x*+y?
0 dla x=y=0,
jest nieciaglta w punkcie (0, 0).

dla (x,y) #(0,0)

45. Zbadac ciagtosc¢ funkcji f:(—1, + 00) - R, okreslonej wzorem

2
X

li
S = e
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46. Pokaza¢, ze funkcja f:R2 - R,
x2y
—— dl , 0,0
fep=4x+y (.0 # 6.0
0 da (x,y =(0,0),

jest ciagta na R2.

47. Pokazaé, ze funkcja f:R? - R, okre$lona wzorem
2

f(x y) = xzx—_.};_y‘t dla (x’.V) # (0,0)
0 dla (x,y) =(0,0),

jest nieciagta w punkcie (x,y) = (0,0).
48. Pokazac, ze funkcja f:R — R, okreslona w nastgpujacy sposob

f0) = 1 dla x niewymiernych
|0 dla x wymiernych,

jest nieciagta w kazdym punkcie x eR.

49. Uzasadni¢, ze funkcja ¢:R — R okreslona wzorem

) x dla x wymiernych
X) =
@ 0 dla x niewymiernych,

jest ciagta tylko w punkcie x = 0.

50. Dobra¢ aeR tak, zeby funkcja

1 —
VXl x %0

fx) = x
a dla x=0,

byla ciagta na R.

51. Niech f:R — R bedzie okreslona nastgpujaco:

~

1
2+ex dla x<0
sin ax
1 0
f(x)=ﬁ . dla x >
1

lim 2+e%) dla x=0.
x—0~

~

Dobrac¢ a tak, zeby ta funkcja byla ciagta na R.

52. Dobra¢ parametry a, b, ¢ tak, zeby funkcja f:R — R, okreslona
W nastgpujacy sposob
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sinax dla x<0
X
x3—1
T dla 0<x<1
f@=1{ syx_z & 0sx<
c dla x=1
2 _ _
Chb-Dx—b g
x—1

-~

byla ciagla na zbiorze R.

53. Poda¢ przykiad funkcji f:R — R nieciaglej tylko na zbiorze liczb
catkowitych Z.

Czes¢ B
54. Obliczy¢ granice:

1 1 1
a) lim x |:—}, gdzie |:—] oznacza ceche liczby —,
X X X

x>0

b) lim l—cosxﬂz/ cos 2x, ¢ lim 1—cos(14—cos x)’
x—0 X x>0 X
d) lim V1= Jeosx. cosx ¢) lim SR6I0Y)
x=0 X x—=0 X
H lim In cos x ) lim log;ox—1
xs0 x> 7 & x-10 x—10 ~
In(e*+1
by Gm EHD
x = + oo X
55. Obliczy¢
lim cosz-c x. ~cosi
lim cos—-cos s
56. Zbadac ciaglos¢ nastepujacych funkc;ji:
a) f(x)= lim = xeR,
n>oohl +n
1 da x>0
b) f(x) =sgn(sinx), xeR, gdzie sgnx = 0 dla x=0
—1 dla x<0,

sintx dla x wymiernych
@fm={ yImiery

0 dla x niewymiernych.
57. Niech f:R — R bedzie funkcja okreslona w nastepujacy sposob: jesli

x jest liczbg niewymierna, to f(x) =0; jeSli x jest liczba wymierna, x = b
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1
(zakladamy, Zze utamek ten jest nieskracalny), to f (x) = a Pokaza¢, ze funkcja ta,

zwana funkcjq Riemanna, jest ciagla w punktach niewymiernych i nieciagta
w punktach wymiernych.

58. Udowodni¢, ze kazde rownanie stopnia n nieparzystego o wspolczyn-
nikach rzeczywistych, tzn. rownanie postaci x"+a,_(x" " '+..+a;x+a, =0,
ma przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

59. Obliczy¢ nastgpujace granice:
2

x+ X
a) Lm0 b) lim
(x.9) = (+ 00, +0) X2 —xy+y (x,y) (0, 0)x +y
x2y? 1—cos(x?+y?
o tm XV b tm oo
3~ (0,00 x* + y* @»-0,0 (x*+y%)x*y

60. Zbadac ciaglo$¢ nastepujacych funkcji:
2, 2 dl R 0, 0
a) f(x,y) =< x*>+y> a (x,y) #(0,0)
2. 2 dl R O, O
b) f(x,y) =< x2+)? a (x,y) #(0,0)
0 dla (x,y)=1(0,0),

xt—y
O [y =4 xiryr 4 EN#00
0 dla (x,y)=(0,0),
1
d) f(x,9) =< x2+)2 dla  (x,y) # (0,0)
0 da (x,5)=(0,0).
x2y2

61. Niech f(x,y) = dla (x,y) # (0,0). Pokaza¢, ze granice

x*y?+(x—y)?
iterowane

lim(hm f(x, y)) ylif:)(lif})f(xaﬂ),

x—2>0\y—
istnieja i sa rowne 0, ale nie istnieje granica  lim S (x,))-
(x,%)~(0,0)
62. Wykazac, ze istnieje granica
11
lim (x+y)sin—sin—,
(x,) = (0,0) x Yy
ale nie istnieja granice iterowane

1.1 1.1
lim <11m (x+y) sm sin y>’ lim <11m (x+y) s1n sin ;)

x—=>0\y—>0 y—=>0\x—0
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63. Zbadac¢ ciaglos¢ funkcji f:R — R, okreslonej wzorem

f(x) = [x] sinmx.

64. Pokaza¢, ze jesli funkcje f, g: I — R sa ciagle (I oznacza przedzial), to
funkcje
@(x) = max {f (x),g(x)}, ¥ (x)=min{f(x),g(x)}

tez sa ciagle na I.

65. Niech f:I - R bedzie ciagla, gdzie I jest przedzialem. Pokazac, ze
funkcja f:1 - R, okre$lona wzorem
Fe)=sup{f):e <x},

jest ciggla i rosnaca na I.

66. Udowodnic¢, ze funkcja f:[a, + o) — R, ktdra jest ciagla na [«, + «)
oraz ktora nie jest ograniczona ani z gory ani z dotu na tym przedziale, przyjmuje
kazda warto$¢ rzeczywista nieskonczenie wiele razy.

67. Niech I bedzie przedzialem i niech f:I - R. OkreSlmy funkcje
w:R, - R, przyjmujac, ze

w(f,e) =sup{lf ()~ (:x,yel,lx—yl <e},
dla ¢ > 0. Funkcje ¢ > w(x, &) bedziemy nazywac¢ modulem cigglosci funkcji f.

Pokaza¢, ze f jest jednostajnie ciagla na I wtedy i tylko wtedy, gdy
limw(f,e) =0.
e~ 0

68. Wykaza¢, ze jesli funkcja f:R — R jest jednostajnie ciagla na R, to
istnieja takie liczby a > 0 oraz b > 0, ze | f (x)| < a|x|+b, dla kazdego xeR.

69. Pokazac, ze funkcja f:R — R okreslona wzorem f (x) = x sin x, spelnia
tez¢ twierdzenia z zad. 68, ale nie jest jednostajnie ciagta na R.

70. Mowimy, ze funkcja f: 1 — R (I jest przedzialem, a nawet dowolnym
podzbiorem zbioru R) spetnia na I warunek Lipschitza ze stala L > 0, jezeli
lf )= f I < Llx—yl
dla x,yel

Pokaza¢, ze funkcja f spelniajaca warunek Lipschitza na I jest jednostajnie
ciagla na I.

71. Zatézmy, ze f:1 — R jest taka funkcja, Ze istnieja stale L > 0 oraz
ae(0,1] takie, ze

lf ()= f (I < Llx—yI"
O funkcji f moéwimy wtedy, ze spetnia warunek Holdera (ze stata L i z wyklad-
nikiem o).

Pokazac¢, ze kazda funkcja spetniajaca warunek Holdera jest jednostajnie
ciagla na I.



72 VIL. GRANICA I CIAGLOSC FUNKCIJI

72. Zbadad, ktore z ponizszych funkcji sa jednostajnie ciagle na podanych
zbiorach:

W [0 40) o R =1 b R oR [=/x
¢) f{RoR, f(x)=¢, d f:R-R, f(x)=x?

X

R-oR = .
O [RoR (9=

73. Dowiesc, ze kazda funkcja f :(a,b) — R (a, b eR), ktora jest jednostajnie
ciagla na (a, b), ma skonczone granice lim f(x)i lim S (x).

x—>a x—b~

74. Niech f bedzie funkcja ciagla na przedziale [a, + o0), o wartosciach w R.
Pokazac, ze jesli istnieje skonczona granica lim f(x), to f jest jednostajnie
x> +

ciagla na [a, + o).

Czesé C

75. Niech(X,;,d,) (i = 1,2,...,n) beda przestrzeniami metrycznymi. W zbio-
rze X =X, xX,x..xX, wprowadzamy metryke d przyjmujac, ze dla
X = (X1,Xg,,X)€X, ¥ = (V15 V25w V,) €X mamy d(x,y) = max {d;(x;,y;):i =
= 1,2,...,n}. Nastepnie, niech (Y, dy) bedzie przestrzenia metryczna. Zatézmy, ze
funkcje f;: Y- X, (i =1,2,..,n) sa ciagle na Y.

Pokazac, ze funkcja f:Y— X, okreslona wzorem

SO = (L0 L0), 5 1)
jest ciagla na Y.

76. Niech (X,dy) oraz (Y,dy) beda przestrzeniami metrycznymi oraz niech
f:X — Y bedzie dang funkcja. Zalézmy, ze {U,},.r jest fundamentalnym
ukiadem otoczen ustalonego punktu x,€ X, zas {V,},.s jest fundamentalnym
uktadem otoczen punktu f(x,). Pokazac, ze:

f jest ciagha w xo <= A\ \/ f(U) < V.,

seS teT
77. Niech (X,dy), (Y,dy) beda przestrzeniami metrycznymi oraz niech
f:X — Y bedzie zadana funkcja. Pokazac, ze jezeli w ponizszej definicji ciaglosci
funkcji f w punkcie x,,

feiagla w xoe> \ N/ A\ {dx(x,xo) < 8= dy(f(x), f (xo)) < ¢}

£>00>0 xeX
zastapimy nierOWnos¢ dy(x, x,) < 6 nierownoscia dy(x, x,) < 6 lub nierdwnos¢
dy( f (x), f(x)) < € nierownoscia dy( f (x), f (x,)) < &, to otrzymane w ten sposob
definicje sa sobie rownowazne.
78. Podac¢ przyklad funkcji, ktéra ma wlasnos¢ Darbousx, ale jest nieciagla.

79. Niech f:X — R bedzie zadana funkcja, przy czym (X,d) jest prze-
strzenia metryczng. Dla x € X okre§lmy
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() = lim{sup 1/ )=/ 01, 72 Xod 5,y < 6 y2) < o}

Liczbg o, (x) bedziemy nazywac oscylacjq funkcji f w punkcie x. Pokazac,
ze f jest ciaglta w punkcie x wtedy i tylko wtedy, gdy w,(x) = 0.

80. Niech f:X —» R (por. zad. 79). Dla dowolnie ustalonej liczby > 0
rozwazmy zbior

As={xeX:w,(x) < d}.
Pokazac, ze A4; jest zbiorem otwartym.

81. Niech, podobnie jak w zad. 79, f bedzie zadana funkcja odwzorowujaca
przestrzen metryczna X w R. Pokaza¢, ze zbior tych punktow przestrzeni X,
w ktorych funkcja f jest ciagla, jest zbiorem typu G;.

82. Udowodni¢, Ze nie istnieje funkcja f:R — R, ktora jest ciagla tylko na
zbiorze liczb wymiernych.

83. Niech X, Y beda przestrzeniami metrycznymi i niech f:X — Y.
Pokaza¢, ze nastgpujace warunki sa rownowazne:

1) f jest ciagla na X,

2) przeciwobraz zbioru otwartego w Y jest zbiorem otwartym w X,

3) przeciwobraz zbioru domknigtego w Y jest zbiorem domknigtym w X,

4) f(A) = f(A) dla dowolnego 4 < X,
5) f~'(B) = f~!(B) dla kazdego B Y.
84. Pokaza¢ na przyktadach, ze jesli f:X — Y jest ciagla na X (X,

Y — przestrzenie metryczne), to obraz zbioru otwartego (domknietego) w X nie
musi by¢ zbiorem otwartym (domknietym) w Y.

85. Pokazac, ze jesli f: X — Y jest ciagla na X, to obraz zbioru zwartego
w przestrzeni metrycznej X jest zbiorem zwartym w przestrzeni metrycznej Y.

86. Udowodni¢, ze obraz zbioru relatywnie zwartego przez funkcje jedno-
stajnie ciagla jest zbiorem relatywnie zwartym.

87. Pokaza¢ na przykladzie, ze obraz zbioru relatywnie zwartego przez
funkcje ciagla nie musi by¢ relatywnie zwarty.

88. Zaldézmy, ze f: X — Y jest funkcja ciagla na przestrzeni metrycznej
X o tej wlasnosci, ze przeciwobraz kazdego zbioru relatywnie zwartego
W przestrzeni metrycznej Y jest relatywnie zwarty w X. Pokazaé, ze f jest
odwzorowaniem domknigtym, tzn. f(A4) jest domknicty w Y o ile A jest
domknigty w X.

89. Podac¢ przykiad funkcji f: R — R, ktora jest jednostajnie ciagla na R, ale
nie spelnia na R warunku Holdera (por. zad. 71) z zadna stata L > 0 oraz
z zadnym wyktadnikiem a € (0, 1].

90. Niech f:X — R bedzie funkcja ciagla na przestrzeni metrycznej X.
Pokazac, ze zbior rozwiazan rownania f (x) = 0 jest domknigtym podzbiorem
przestrzeni X.



Rozpziar VIII

POCHODNE FUNKCJL
ROZNICZKOWALNOSC

Czes¢ A
1. Niech f(x) =,/ 4x+1. Obliczy¢ z definicji f*(2).

2. Korzystajac z definicji obliczy¢ f'(0+), gdzie f(x) = x/ 4x—x2.

3. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodng funkcji w podanych punktach:
a) f(x) = —2x*+5x w punkcie x, = —1,

1
b) g(x) = ) w punkcie x, = 1,

1
¢) hix) =x+ < w punkcie x, = 2.

4. Opierajgc si¢ na definicji obliczy¢ pochodne kierunkowe nizej podanych
funkcji:

a) f(x,y) = x*+xy+3y—1w punkcie (x,, y,) = (1, 1) w kierunku wektora
a=(2,1),

b) g(x,y)=+/x+y w punkcie (xq,y,) =(4,5) w kierunku wektora
a=(—1,1),

©) h(x,y,z) = x*+y*+z%+xyz w punkcie (x,,¥,,2,) = (1,0, —1) w kie-
runku wektora a = (0, 1, 2).

5. Obliczy¢ (jezeli istnieje) f* (1), gdzie

£ = —2x%>4+3x+1 dla x<1
VZ1 0 x2—3x44 dla x> 1.

6. Obliczy¢ (jezeli istnieje) f'(2), gdzie

£ = —x?2+x dla x<2
)= x2—7x+8 dla x>2.
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7. Niech
0 dla x>0
f(x) = {x(x+1)2 da x <0,
Sprawdzié, czy istnieje f7(0).
8. Obliczy¢ (jezeli istnieje) f'(3), gdzie
x?+4x—4 dla x<3
S *{ 5x+2  dla x> 3.

Obliczy¢ pochodne nastgpujacych funkcji po skorzystaniu z odpowiednich
twierdzen.

9. f(x) = (\/?+1)<% —1>.

10. £(0) = (Yt +20)(1+3/ 1> +31).
2

1 f @) = . 12. f(x)=—92_x42.

1B, f()= 3] ——. 4. f(t)=—0
[+x N

15. ()= 1—zosu' 16. f(v) = cos2v.

17. f(x) = 3sin®x —sin3x. 18. f(x) = 3sin(3x+5).

19. g (u) = cos*4u. 20. h(x) = sin \/14-7

21. k(t) = tarcsint.

22. k(x) = xarcsinx+./1—x2.

23. f(x) = sin(arcsin x). 24, f(u)= arcsin%.

25. f(t) = arctg? % 26. g(x) = arctg(x—/ 1+x?).
In x

27. f(x)=./Inx. 28. g(x)=]+x2'

29. h(x) = Insin x. 30. f(u) = log,u.

31. g(u) = logs(u®—1). 32. h(u) = Inarctg/1+u?.

33. f(x) = 10~. 34. g(x) = 4‘—

35. h(x) = x 8~ 36. f(u)

T 4u?
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37. g(u) = evrr, 38. h(u) = 3%"«.
39. f(x) = sinh(5x*>—1). 40. g(x) = \/ cosh x2.
1+tghx
1. = .
41. h(x) 414@x

42. Obliczy¢ pochodne funkgji:

a) f(x) = x, b) g(x) = x*",
¢) h(x) = sin x*7, d) k(x) = x*".

43. Obliczy¢ pochodne funkgji:
a) f(u) =log,s, b) g (u) = log,(u?+3).

44. Niech f(x) = \/ x+ \/; . Obliczy¢ liril \/; I (x).

: —= o (%)
45. Niech =%¥x, =./si . Obl lim ——,
iech f(x) \/—x— g(x) sin \/; iczyé lim 700
46. Niech f(x) = x|x—1|. Obliczy¢ f'(1+), f'(1—). Czy funkcja f jest
rozniczkowalna w punkcie x, = 1?

47. Zbada¢ rozniczkowalnos¢ funkcji f:R — R okreslonej w nastepujacy
Sposob:

(x—=3*(x—4) dla xe(3,4)
fx) =
0 dla x pozostatych.

48. Niech f:R2 >R, £(0,0) = 0 oraz f(x,y) = xz’z’yz dla (x,y) # (0,0).
Pokazac, ze funkcja ta ma pochodne czastkowe pierwszego rzegdu w kazdym
punkcie R?, lecz nie jest ciagta w punkcie (0,0).

49. Wyznaczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu nastepujacych
funkc;ji:
x*+y? x
a) f(x,y) =5, b) f(x,y) = arctg—,
X“+y y
©) f(x,y) =In(x*+y?), d) f(u,v) =In(u+Inv),

e f(x,y,2) =/ x*+y*+22, ) g(x,y,2) = (sinx)?
11—/ u?+0v2+w? 1

g) g(u,v,w)=ln 5 h) h(xxyaz):“'
14/ v+ 02 +w? (x* +y*+2%)?

50. Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu nastepujacych funkcji
w podanych punktach:

a) f(x,y) =x+y—./x*+y* w punkcie (3,4),
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b) f(x,y) =In (w%) w punkeie (1,2),
©) f(x,y,2z) = xy*+yz*+xz w punkcie (1, —1,1).

2 o2
51. Niech f(x,y) = x". Pokaza¢, ze aiafy - é’yaj;
3f 63f

52. Niech f(x,y) = arctg— Pokazag, ze

y2ox  0xoy?
53. Znalez¢ pochodne czastkowe drugiego rzedu nastgpujacych funkcji:

x+
W) S(e0) =Infet /S0 B) gy = arcte

¢) h(x,y,2) =/ X2+ y* +22—2xz.

54. Obliczy¢ pochodne kierunkowe podanych funkcji:

a) f(x,y)=x*+y*+2xy+1, w punkcie (1,2) w kierunku wektora
u=(3,-1),

b) g(x,y) = In(x*+y?), w punkcie (1,1) w kierunku wersora dwusiecznej
pierwszej ¢wiartki,

©) h(xy,Xym5X,) = X1 +Xx3+..+x7, w punkcie (1,2,3,..,n) w kierunku
wektora u = (1,1,...,1).

. 1
55. Niech f:R" > R", f(x;,X5,.sX,) = <§x%,x1x2,x1x3,...,x1x,,>.
Wyznaczy¢ jakobian tego odwzorowania w punkcie (1,1,..., 1).

56. Niech f(x,y) = 3x?y—2xy+y*—1, g(x,y) = e*cos y.
Wyznaczy¢ rozniczki drugiego rzgdu tych funkcji.

57. Niech f:R? - R2 g:R? — R beda funkcjami okreslonymi w nastepuja-
cy sposob: f(x,y) = (x+2y, —3x+6), g(x,y) = xy.

a) Wyznaczy¢ jakobian funkcji f w punkcie (1, —1),

b) obliczy¢ pochodna kierunkowa funkgji g o f' w punkcie (1, 1) w kierunku
wektora a = (1, —2).

58. Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji f(x,y,z) = x+y*+xyz>
w punkcie (1,1, —1) w kierunku wektora a = (2,0, 1).

59. ZnaleZ¢ pierwsze pochodne funkcji uwiktanych y = y(x) okreslonych
rOwnaniami:

a) x3y—xy* = a*, a = const, b) xe’+ye*—e* = 0.

60. Znalez¢ y”(0) wiedzac, ze y = y(x) jest funkcja uwiklana zadana
réwnaniem x2 —xy+2y?+x—y—1 =01 taka, ze y(0) = 1.

61. Niech y = y(x) bedzie funkcja uwiklana zadana rownaniem
x2+2xy+y*—4x+2y—2 = 0. Wiedzac, ze y(1) = 1 wyznaczy¢ y® (1).
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Czes¢ B
62. Zbada¢ rézntczkowalnosc¢ funkcji f(x) = |x|® na zbiorze R.

63. Pokazac¢, ze funkcja
£ = x?> dla x wymiernych
=0 dla x niewymiernych

ma pochodna tylko w punkcie x = 0.

64. Niech f(x) = cos (sin/ x ). Obliczy¢ lim f”(x).
x—>0

1
65. Niech f(x) = /z+ ;- Obliczyé lim (x—22/"(x)
x>+

66. Zbadac rézniczkowalnosc¢ funkcji f(x) = ./ sin x2.
67. Pokaza¢, ze funkcja
dla x#0

T
x2|cos —
X

)=
0 dla x=0

ma t¢ wiasnosc, ze w kazdym otoczeniu punktu 0 znajduja si¢ punkty, w ktorych
funkcja ta nie jest rozniczkowalna. Ponadto pokaza¢, ze f jest rozniczkowalna
w punkcie 0.

68. Obliczy¢ pochodna funkgji f:R — R, gdzie
1
x?sin— dla x#0
fx)= x
0 dla x=0.
Czy f’ jest ciagta na R?

69. Zakladajac, ze funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie x,,, obliczyé¢
granicg
S o +h)—f(xo—h)
1 .
;.T% 2h
Czy z istnienia powyzszej granicy wynika, ze f’(x,) istnieje?

70. Niech f:R - R,
ax+1 dla x< -2
f(x)= 3—x dla —-2<x<3
x*+x+b dla 3<x.

Dobra¢ a i b tak, zeby funkcja f byla ciagla na R. Czy ta funkcja jest
rozniczkowalna na R?

71. Niech f:R — R bedzie okres§lona wzorem
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x+a dla x< -1
—bx2+2 dla —-1<x<0

fx)=< ccosx+d dla O<x<g

COS X —_ I[_
Ldp +p—1 dla x>2.

Dobra¢ parametry a, b, ¢, d, p tak, zeby ta funkcja byla rozniczkowalna na R.

72. Niech f:R — R bedzie okre$lona w nastgpujacy sposob
3x—2 x—1 0

Fx) = det | 6x—6 3x—3 0 dla x<1
= 5x—4 2x—2 x—a
—3sin(x—1)+b dla x> —1.

Dla jakich wartosci a i b funkcja ta jest rozniczkowalna na R?

73. Zbadaé, czy funkcja f (x) = 1/ In (1 +x?) jest rozniczkowalna w punkcie
x=0.

74. Niech f:R >R,
sin x dla x<0

f9= {ax2+bx dla x>0.
Dobra¢ a i b tak, zeby f byla wszedzie rozniczkowalna.

75. Zbadad, czy funkcja f:R — R, okreslona w nastgpujacy sposob
xarctgl dla x#0
JO=1 0 da x=o0,
ma pochodna w punkcie x = 0.
76. Wyznaczyé f™ (x), jesli f(x) = sin*x.
77. Wyznaczyé f™ (x), jesli f(x) = sin*x +cos*x.

78. Niech ¢ bedzie funkcja rozniczkowalna na R. Pokaza¢, ze funkcja
z = y @ (x> —y?) spelnia rownanie rézniczkowe

10z 10z z

—— o=

xdx ydy 'y

79. Pokazaé, 7e jesli funkcja ¢:R — R jest rozniczkowalna, to funkcja
z=¢ <£> —x2—y? spelnia rOwnanie

0z 0z

= _=_2 2_22
Xax-l-yay X y
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80. Pokazac, ze funkcja z = ¢ (x —at) +y (x + at), gdzie ¢,  sa dwukrotnie
rozniczkowalne oraz a = const, spetnia rownanie

%z 0%z

— =a’—.

or? 0x?

81. Niech dana bedzie funkcja ¢ (x, y) = f (¢, u(x),0(y), w(x, y)). Wyprowa-

0 0 . .
dzi¢ wzory na —('b oraz 6_¢ Przy jakich zatozeniach wzory te sa spetnione?
X y

82. W jakim kierunku powierzchnia z = x2+ y?+3xy ma najwigkszy
spadek w punkcie (1, 1)?

83. Wyznaczy¢ pochodna kierunkowa funkeji f(x,y) = 3x2—6xy + y?

1 1
w punkcie ( —3 = 5) w kierunku wektora jednostkowego tworzacego kat

azdodatnia potosia Ox. Dla jakiego kata « pochodna ta ma najwieksza warto$¢?

xy?
x2+y
(x,y) #(0,0) oraz f(0,0) = 0. Wykaza¢, ze funkcja ta ma w punkcie (0,0)
pochodna kierunkowa o dowolnym kierunku, ale nie jest rézniczkowalna
w punkcie (0, 0).

84. Niech f:R*->R bedzie okreslona wzorem f(x,y) = dla

2

3
85. Niech £(0,0) = 0 oraz f(x, y) = 2—’;7 dla (x,y) # (0,0).
X
a) Pokaza¢, 7e f ma pochodne czastkowe ograniczone w kazdym punkcie R2,
b) wykaza¢, ze pochodna £ (0, 0) w kierunku dowolnego wektora jedno-

stkowego u istnieje; wyznaczy¢ max | (0,0, '
¢) wykazac, ze f nie jest rozniczkowalna w (0,0).

86. Zbadac roézniczkowalnosé nastgpujacych funkcji:
a) f(x,0) =/ x*+)%,
b) f(x,y) =/ x*+y*,
xy(x+y)
——= dl
afmw={x“w2 200

dla (x,y)=(0,0),

P da( ) # (0,0)
5 a xa s
d) f(x,9) =< x>+ )" Y
0 dla x =y=0,

x4yt
. dla (x,y) #(0,0)
0 dla (x,y) =(0,0),

3 3
D glx.y= {% dla " (x,y) # (0,0
0 dla (x,))=(0,0).

e f(x,y) =

o
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Czes¢ C
87. Dana jest funkcja f(x,y) = x*+2x?y—xy+x. W kierunku jakich
wektorow jednostkowych a pochodna kierunkowa f% (1, —2) osiaga najwicksza
1 najmniejsza warto$¢?

88. Pokaza¢, ze funkcja f:R* — R, okreslona nastepujaco
X2 y2
XV 2
x“+y”
0 dla  (x,y) = (0,0),
ma w punkecie (0, 0) pochodne czastkowe mieszane drugicge rzedn. ale pochodne
te nie sa identyczne.
89. Niech f:R? - R oraz
0 dla x=y=0
fley) = Xy

x+y+ ;4‘__'_—))2 dla (x,)’) #* (0,0)

Foup) = dla (x,y) #(0,0)

Pokaza¢, ze f jest ciagta oraz ma pochodne czastkowe w dowolnym punkcie R?,
ale nie jest rozniczkowalna w punkcie (0,0). Pokazaé, ze f ma w punkecie (0, 0)
pochodne kierunkowe we wszystkich kierunkach.

90. Zbada¢ rozniczkowalnosé funkcji f(x) = ./ 1—e * w punkcie x = 0.
91. Niech f:(0, + 0) = R, f(x) = 2™2:=* Zbada¢ roézniczkowalnosé funk-
cji f 1 obliczy¢ jej pochodna (tam, gdzie istnicje).
92. Pokazag, ze funkcja
1

e x» dla x#0
f(x)_{o dla x=0

jest nieskonczenie wiele razy rozniczkowalna w punkcie x = 0.

93. Wyznaczy¢ liczby a, b, ¢, d tak, zeby funkcja f:R — R, okreslona
nastepujaco
ax+b dla x<0

ex*+dx dla xe(0,1]
fx)=
l—— dla x>1,
X

byla rézniczkowalna na R.

94. Dla jakich wartosci parametréw a, b, ¢, d funkcja

ax+b dla x<1

) ax*+c¢ dla 1 <x<?2
FO) =19 gx2 41

dla x> 1,

jest rozniczkowalna na zbiorze R?

6 Zbior zadan z analizy matematycznej
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95. Niech f:R — R bgdzie rozniczkowalna na R i niech x, bedzie miejscem
zerowym funkcji f. Pokaza¢, ze jesli f'(x,) =0, to funkcja g(x) = |f (x)| ma
pochodna w punkcie x, oraz g’ (x,) = 0.

96. Udowodni¢, ze jezeli funkcja f jest dwukrotnie rozniczkowalna
w punkcie x,, to

£ (g) = lim G0 th)+f (;;—h)—zf(xo).

97. Pokazacd, ze jesli f ma pochodna w punkcie x = a, to

lim "f(“)%‘;f(x) ~ f(@)—af (a)

x—a X

98. Niech I bedzie przedzialem i niech f:I — R bedzie rozniczkowalna
na I. Pokaza¢, ze ' ma wlasno$¢ Darboux na I.

ax+b
cx+d

99. Wyznaczy¢ f™(x), gdzie f(x) =

100. Niech y = f(x) bedzie rdézniczkowalna czterokrotnie. Wyznaczy¢
pochodne do czwartego rzedu funkcji odwrotnej zakladajac, ze pochodne te
istnieja.

101. Niech f;;(i,j = 1,2,...,n) beda funkcjami rézniczkowalnymi na prze-
dziale I. Pokazaé, ze

Sul(®)  fiax) o f1x)
det f1(x) faa(x) o fou(%)

Sa(¥)  fox) e fu(X)
S1i(x)  fiax) .. f1a(X)

= Y det| ful®) fol) - Tl

k=1

Jul(¥) fa2x) o funl(X)

102. Niech f:(a,b) — R bedzie funkcja wypukia.

a) Pokaza¢, ze f ma skonczone pochodne jednostronne w kazdym punkcie
przedziatu (a, b).

b) Wywnioskowac, ze f jest ciagla na przedziale (a, b).
Wskazowka: Wykazac, ze iloraz réznicowy funkcji f jest funkcja monotonicz-
na (por. rozwiazanie zad. 86, rozdz. 1V).



Rozpziar IX

ZASTOSOWANIA
RACHUNKU ROZNICZKOWEGO
FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ

Czes¢ A

1. Ktory z ostrostupow prawidlowych o podstawie kwadratowej i sumie

dhugosci wszystkich krawedzi rownej a ma najwieksza objetos¢?
., . . . Inx . .

2. Napisa¢ rownanie stycznej do wykresu funkcji f (x) = — Wi punkcie
przegigcia.

3. Pokaza¢, ze funkcja f(x) = xe™*" jest réznowartosciowa na przedziale

1
(F5r+e)
NG
4. Udowodni¢, ze dla xeR jest speniona nierownosé
2xarctg x = In (14 x?).

5. Udowodni¢, ze dla kazdego xeR jest prawdziwa nierowno$é
2

cosx > 1—7.

6. Wykaza¢, ze namiot w ksztalcie stozka o danej pojemnosci ma najmniej-
szg powierzchnie (chodzi o powierzchni¢ boczna stozka), jezeli jego wysokosé jest
ﬁ razy wigksza od promienia podstawy.

ArCleX 4la x > 0
X

7. Pokaza¢, ze In(1+x) >

8. Czlowiek moze wiostowa¢ z punktu 4 do punktu na drugim brzegu
kanatu z predkoscia 4 km/h (por. rys. 1) i biec po drugim brzegu z predkoscia 16
km/h. W ktorym punkcie L powinien przybi¢ do brzegu, aby punkt C osiagnaé
w jak najkrotszym czasie?
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-
1

=
i

Rys. 1

9. Zbadac przebieg zmiennosci i narysowac wykresy funkcji:

Inx x—1
W) £ =", b 90 =
&) hix) = xle~™, B kW=,

2 x2 x4
e) [(x)=x3e 3, 1)) m(x)=x3_x.

10. W trojkat prostokatny o zadanym kacie o i przeciwprostokatnej
o dlugosci ¢ wpisujemy prostokaty w ten sposob, ze jeden bok kazdego z tych
prostokatow zawiera si¢ w przeciwprostokatnej. Ktory z tych prostokatow ma
najwigksze pole?

11.. Ze wszystkich stozkoéw opisanych na kuli o promieniu R wybrac ten,
ktéry ma najmniejsza objetosc.

12. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji y = x —2 arctg x.

. 3
13. Wyznaczy¢ ekstrema funkcji f (x) = (x* —2x)Inx— Exz +4x.
.. 1
14. Pokazac, ze 2Inx < x— —dla x > 1.
X

15. W wycinek kola o promieniu 1 i kacie srodkowym 45° wpisujemy
prostokat w ten sposob, ze jeden bok lezy na promieniu skrajnym tego wycinka,
jeden z wierzchotkéw na tuku wycinka a pozostaly na drugim promieniu
skrajnym. Jakie powinny by¢ wymiary prostokata o najwigkszym polu?

1
16. Pokazac, ze arctg— +arctgx = g dla x > 0.
X

17. Znalez¢ p tak, aby funkcja f(x) = x> —px+5x—2 osiagala minimum
w punkcie x = 5.

18. Zbada¢ wypuklos¢ i punkty przegiecia funkcji f(x) = x?In x.

19. W zaleznosci od a podac¢ liczbe rozwigzan réwnania In x = ax.
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20. Za pomocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej pokazac, ze

a—pf a—p

—— < tga—t <
cos?p gr—tgf< cos?a

dla0<ﬁ<a<g.

21. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji:

a) f(x)len<£+e>, b) g(x) = x+ / 1+x7,
¢) h(x) = xarctgXx, d) k(x)=x1112—j2.

22. Pokazaé, ze rdwnanie x>+ x—3 = 0 ma dokladnie jedno rozwiazanie
na przedziale (1, 2).

23. Na elipsie 2x? 4+ y> = 18 sa dane punkty A(1,4), B(3,0). Znalez¢ na tej
elipsie trzeci punkt C taki, zeby pole trojkata ABC bylo najwigksze.

24. Zbadaé przebieg zmiennosci i narysowac wykres funkcji y = xlog 2.

25. Wyznaczy¢ najwieksza wartos¢ funkcji f(x) = x™* na przedziale
(0, + o0).

26. Udowodni¢ nierdwnos¢
WX < (y—af —(x—a),
pod warunkiem, Ze 0 <a<x <y, 0<p< L

27. Wykaza¢, ze dla x > 0 zachodzi nierownos¢

——— 1 1 5
0< 3 1+x—1—§x+§x2<ax3.

28. Wykazac, ze jest prawdziwa nieroOwnosc¢
a"*i—1 > (p+g)(a’ —a%),
pod warunkiem,ze a > 1,p>¢g>0,p—g < .

29. Wykazac, ze jezeli 0 < a < x; < Xx,, to wtedy

(/72—«"/x1 SQ/xz——a—Q/?cl—a dla neN.

Wskazowka: Skorzystaj z zad. 26.

30. Wykazac, ze dla neN i x > 0 mamy

x* X

n
e — — < e
kgo k! n

31. Udowodnié, ze dla a, b, x > 0 oraz a # b zachodzi nierd6wnosc¢

a+x b+x> gb
b+x b
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32. Wykaza¢ nastgpujace nieroOwnosci:

a) xX*—ax < 1—a, gdzie x =01 ae(0,1),

b) a*-b? < aa+ Bb, gdzie a,b,a > 0ia+pf =1,
©) 2(A+1ab < a*t b4 2(aP V24 pAH D),

33. Wykazac nastgpujace nierownosci:

1
a) xsllnx|<5— gdy s>0 1 xe€(0,1),
e

b) Inx<./x dla x>0,
1

¢ In(l+/1+x*)<—+Inx dla x>0,
x

1 1
nxg_ dla xe€(0,4+00), x#1,

2 1 1
e) il < ln<1+;> < T—i—x dla xe(0, + o0).
34. Udowodni¢, ze
%; <In(l+x) < x
dla kazdego xe(—1, + o0).

35. Pokazag, ze jezeli a jest pierwiastkiem wielokrotnym wielomianu W (x),
to a jest pierwiastkiem pochodnej W’ (x) tego wielomianu.

36. Wykazac nastepujace tozsamosci:

[—
a) arctgx+arctgl—+—z =g dla xe(—1, + o),

b) 2arctg x +arcsin

2
1+xx2 =nsgnx dla |x| =1

11
¢) 3arccosx—arccos(3x—4x®) =n dla xe[— 5’5]'
37. Obliczy¢ nastgpujace granice:

. xctgx—1 3tgx —1
a) lim g—z, b) hmg—
x»0 X x_,EZSII] x—l
arcsin 2x — 2 arcsin x e 1
¢) lim , d hm ,
) x=0 x3 ) o x100
ok
e) lim xT+inx f) lim (tg x)'e>~,
x—>0+ n

X

4 1

1\* X x
li In— 5 h) 1 tg - —m
0 im () ) im 157 )
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1

1
2 x tg x\x 2 x
i) lim (— arctg x) , j) lim (arc gx) , k) lim <~ arccos x> ,
T X

X w0 x—=0 x—=0\T
1
1 1 1
) lim <( :x) > m) lim [(x+a)1+ x1+x+a]
x—0 X = o

Uwaga. Polecamy Czytelnikowi zadania 4-32 znajdujace si¢ w Dodatku, zwiazane z réznymi
zastosowaniami rachunku rézniczkowego funkcji jednej zmiennej w ekonomii. Zadania 60-70, 74
i 75 dotycza zastosowan w chemii, biologii, fizjologii i psychologii, natomiast zadania 81-84 oraz
88-93 dotycza zastosowan w fizyce.

Czes¢ B
38. Pokazac, ze xarctg x > gx— I, dla x>=0.

39. Obliczy¢ granicg: lim  x? <arctg X— 5) + x.
x—> + oo
40. Niech f bedzie funkcja rdézniczkowalna na (0, + o0) taka, ze wszystkie
styczne do jej wykresu przechodza przez poczatek ukladu wspotrzednych.
Pokazac, ze f jest liniowa.

41. Niech f bedzie ciagla na [a,b], f(a) = f(b) = 0 oraz niech f bedzie
dwukrotnie rozniczkowalna na (a, b) tak, ze x2f” (x)+4xf"(x)+2/(x) = 0 dla
x€(a, b). Pokazac, ze f(x) <0 dla xe[a,b].

42. Udowodni¢, ze jezeli f jest rozniczkowalna na [a,b] oraz
f'(@- f(b) <0, to istnieje punkt x,€(a, b) taki, ze f'(x,) =0

43. Udowodni¢ nastepujace twierdzenie, zwane twierdzeniem o koniach
wyscigowych: Jezeli f, g sa ciagle na [a,b] i roézniczkowalne na (a,b) oraz
f(a) = g(a), f(b) = g(b), to istnieje taki punkt ce(a,b), ze f"(c) = g'(c).

o
44. Pokaza¢, ze funkcja f(x) = / 1 +x? —1n< \/1 + ——)]est rosngca
i wklgsta na przedziale (0, + o0).

45. Zatozmy, 7e dwaj jezdzcy startuja w tym samym czasie z punktu
A 1 osiagaja w tym samym czasie punkt B, przebywajac odcinek prostej AB.
Pokaza¢, ze w pewnym czasie migdzy punktami 4 i B muszg mie¢ jednakowy
predkosc.

46. W stozek o promieniu R = 3 1 wysokosci H = 4 wpisano walec i kulg
w sposob podany na rys. 2.

Dla jakich wymiarow walca (promien podstawy i wysoko$¢) oraz dla jakiego
promienia kuli suma objetosci kuli 1 walca bedzie najwigksza.
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47. Pokazaé, ze jezeli stale b i ¢ spelniaja warunek 256c¢3 < 27b%, to
wielomian W(x) = x*+bx+¢ ma przynajmniej jedno miejsce zerowe bedace
liczba rzeczywista.

48. Pokazac, ze punkty przegigcia funkcji f(x) = xsinx leza na krzywej
yAx?+4) = 4x2

/
49. Pokazad, ze sinx+tgx > 2x dla xe(O, g)

50. Niech f:(a, + 20) — R bedzie funkcja rozniczkowalna (a jest dowolnie
zadang liczba). Udowodnic, ze jezeli lim [’ (x) = g, to takze lim LQ =g.
x = +w© x>+ X
51. Niech f:(a, + c0) — R bedzie funkcja roézniczkowalna i taka, ze istnieje
lim f(x)=C, lim f'(x)= K. Pokazaé, ze K = 0.
x—= + x> +
52. Punkty A, B, C leza po jednej stronie prostej, przy czym ¥ ABC = a
oraz odleglos¢ od A do B wynosi a km. W tej samej chwili wyrusza samochod
z punktu 4 do punktu B z predkoscia v, km/h oraz pociag z punktu B do
C z predkoscia v, km/h. W jakiej chwili (liczac od poczatku ruchu) odleglo$é
migdzy samochodem i pociagiem bgdzie najmniejsza?

1
53. Na galezi hiperboli y = — lezacej w pierwszej ¢wiartce uktadu wspol-
X

rzegdnych wyznaczy¢ punkt, z ktorego przedziat [0, 1] lezacy na osi O Y wida¢ pod
najwigkszym katem?

54. Niech f:(a, + «0) - R bedzie funkcja rozniczkowalna na (a, + o0)i taka,
ze lim f'(x) = C. Pokazac¢, ze wtedy lim (f(x+1)—f(x)) = C.
x>+ x> +ow
55. Do rzeki o szerokosci 27 m wpada pod katem prostym kanat
o szerokosci 8 m. Jaka jest najwigksza dlugo$¢ sztuki drewna, ktéra moze
wplyna¢ z kanatu do rzeki?
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56. Niech f bedzie funkcja rzeczywista spelniajaca warunki: f:R —»R
1f ()= f (I < Ix—y|*dla dowolnych x, ye R, gdzie « > 1. Udowodnié, Ze f jest
funkcja stata.

57. Wykazac¢, ze dla xe[0,1] oraz p > 1 zachodzi nierownosé

21 < xP4+(1—x)P < 1.

58. Znalez¢ maksimum funkcji

fx)=0T+x)3/11-3x,

okreslonej dla wszystkich x e R.

59. Udowodni¢, ze dla « < B i a, Be(O, g) zachodzi nierowno$é
t
gx _tgf

a B

60. Korzystajac z rachunku rozniczkowego udowodni¢ nastepujgcy wzor:

Z(Z)ka"b""‘zna(a-kb)"“l, dla nelN, abek.
k=1

61. Dowies¢ nastgpujacych nierownosci:

a) [sinx—siny| <|x—y| dla x,yeR,

b) py’ '1(x—y) S xP—y? <pxP ' (x—y) dla O<y<x i p>1,
¢) larctga—arctgh| <la—b| dla a,beR,

—b —b
D << dla 0<b<a
a b b

62. Obliczy¢ nastgpujace granice:

a) lim —xa—x, gdzie a>0,n>0, b) lim@x*—1),
e

X > o x—0

. (arcsin x\'** . xIn¥
¢) lim s d) Ilim >

x-0 X x> +oo(lnx)

l X
e) lim <3/x3+x2+x+1—\/x2+x+l n(e +x~)>,

x = + o X

1 1 a*—xIna\'"*
im (Lo 1 . (a*—xIna
) fim (x e 1>’ g lim (b"—x In b)
63. Udowodni¢, ze
a? <tgasina dla oce((),%).

Wskazowka: Obliczy¢ trzecia pochodna funkcji f(x) = tgasina—o? dla

T
&E(O,§>‘
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64. Udowodni¢ nierownos¢

lacos x+bsinx| </ a*+b?

dla a,heR i dowolnego xeR.

65. Wykazac¢ nieréwnos¢
log,3 > log,4.

66. Przy jakich wartosciach p, g rownanie x> + px +q = 0 ma trzy pierwias-
tki rzeczywiste?

67. Zatozmy, ze funkcja f:(a, b) — R jest funkcja rozniczkowalna w sposdb
ciagly na (a,b) i majaca n réznych miejsc zerowych na (a,b). Pokazac, ze
pochodna tej funkcji f'(x) ma przynajmniej n— 1 miejsc zerowych na przedziale
(a,b).

68. Wykaza¢, ze dla n > 2 mamy

n"(n—2)"" %> (n—1)2"" b,

1
69. Udowodni¢, ze dla xe(O, §n> zachodzi nierownosc

5
X .
x3—m < 3sinx—3xcosx < x°>.
70. Udowodni¢ nastgpujace twierdzenie:

1
Niech aeR i xe<0, 7 > Wowczas dla a < 3 mamy

sin x \*
cosx <|——].
X

71. Wykazac, ze jezeli 0 < x, < x, <. /6, to
sinx, x,—x3/3!
sinx, ~ x,—x3/3!

72. Wykaza¢ prawdziwos¢ nierownosci

<a+_ V;‘*“)'_ar o1
dlaa>=0o0razt > 2.

73. Niech n = 3 i r beda liczbami naturalnymi. Pokazaé, ze jest prawdziwa
nierownos¢ J. von Hengela

(n+r<n"tr

74. Wykazac nier6wnos¢

]_xn n> l_xm m
l_xm+n I_xm+n

dla xe(0,1) oraz 0 < m < n.
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75. Pokazac, ze

xa+1_x—(a+l) a+1
>

a

x*—x" ax
dla ae(0,+o00) oraz xe(l, + o).

76. Wykazac, ze dla pe(0,1) mamy

2 1
—<pl-r4pt-p <1,
e

77. Wielomian W (x) stopnia n(n > 1) ma nroznych pierwiastkdw rzeczywi-
stych x,,x,,...,x,. Udowodni¢, ze
1 1

i ————— 0.
W) Wiy T Wik

78. Przypusémy, ze W (x) jest wielomianem takim, ze W (x) > 0 dla xeR.
Wykazac, ze
u(x) =W+ WwWx)+Ww'(x)+..>0.

79. Niech x,yeR, U {0} i niech ponadto bedzie spetniona rownosé

1 1/2 13 1 2/3 2/3 1z
g(x+(xy) +) = E(x +y23 ) .

Pokazac, ze wtedy x = y.

Czes¢ C
80. Dane sa dwa punkty 4 i B na zewnatrz okregu o promieniu r. Na okregu
wyznaczy¢ punkt C taki, Zeby suma odleglosci AC + BC byta najmniejsza.

Wskazowka: Rozwazy¢ najpierw przypadek, gdy punkty A i B sa polozone
w rownej odlegltosci od srodka okregu.

81. Niech f bedzie rozniczkowalna na przedziale (a, b) (skonczonym lub
nieskonczonym). Dowies¢, ze jezeli pochodna f jest ograniczona, to funkcja
f jest jednostajnie ciagla w tym przedziale.

82. Oznaczmy przez S,, n = 1,3,5,7,... oraz przez C,, n=0,2,4,.. po-
szczegolne wielomiany Taylora dla funkgji sin x, cos x, a wigc
x3 X5 2k—1

_ I I R TY T % T _
S,(x) =Sy 1(x) =x 3!+5! - 4+(=1) (2k—1)" k=1,2,..
oraz
x2 x4 " 2k
C,(x) = C2k(x)_1——+$ e (=1 )(Zk)" k=0,1,2,..

Wykaza¢, ze sa prawdziwe nastepujace nierownosci:

C,(x) > cosx dla n parzystych lub 0,
C,(x) <cosx dla n nieparzystych,
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S,(x) = cosx dla n nieparzystych,
S,(x) <sinx dla n parzystych
oraz dowolnego xeR.

83. Pokazac, ze dla dowolnego neN
o" <tgasina dla ae(O, g)

Wskazowka: Obliczy¢ n-ta pochodna funkcji f(x) = tgasina—ao” dla ne N

n
i 0, =)
1oce< 2)

84. Wykazac, ze jezeli f:(0,+00) >R jest rézniczkowalna i ponadto
lim (f(x)+/"(x)) = g(g€R), to lim f(x) = .

85. Wykaza¢, ze dla neN oraz x > 0 zachodza nieréwnosci

x\" X —x/2
0<ex—(l+—-> <e"|i1——<]+—> }
n n

86. Udowodni¢, ze jezeli a,b > 0, to wtedy

a’+b* > 1.

87. Udowodni¢, ze jezeli funkcja f jest rozniczkowalna na przedziale
nieskonczonym (4, +00) i lim f(x) =0, to rownanie f'(x)=0 ma w tym

X = 00

przedziale co najmniej tyle pierwiastkow ile ma réwnanie f(x) =

88. Pokazac, ze dla kazdego xe [O, g} zachodzi nieréwnos$é

sin (tgx) = x

89. Udowodni¢, ze dla kazdego xe[O, g] jest spetniona niero6wnosc¢
tg(sinx) > x

90. Udowodni¢, 7e kazdy wielomian jest réznica dwoch wielomianow
rosnacych.

91. Dowiesc, ze dla kazdego ne N wielomian
2 x"
W.(x)=1 — —
() =1+ + TR

nie ma pierwiastkow wielokrotnych.

92. Udowodnic, ze jezeli lim a, = g (gdzie geR), to wtedy

o0 n

lim e ™ ) aq, T =g.

X = o0 n=0 n'
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93. Niech f bedzie dwukrotnie rézniczkowalna na przedziale (0, + o), f”
ograniczona na (0, + o) i lim f(x) = 0. Pokaza¢, ze lim f'(x) =

94. Niech f i g bgda dwiema funkcjami odcinkami gladkimi (tzn. maja
pierwsze pochodne ciggle w przedziatach zawartych w danym przedziale
otwartym lub domknietym) w przedziale [ a, b], takimi, ze funkcja f jest malejaca,
dodatnia oraz, 72e 0 < g() <1 dla te[a,b].

b
Jezeli 1 = jg(t) dt, to wtedy mamy

at+ i

ff(t)dt If(t)g(t I f()a

(nierownosc Steﬁ‘ensena).

Pokazad, 7e rowno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest stala
na przedziale [a, b], albo jezeli g jest rowna O lub 1 w punktach, w ktorych jest
ciagla.

Uwaga. Mowimy, ze f jest funkcja odcinkami gladkq w przedziale [a,b], jezeli istniejg liczby
x;(i=1,2,..,n)takie, 2e « = x; < x, < .. < x, = b oraz [’ istnieje i jest ciagla w kazdym przedziale
(X)) (i = 1,2, ).

95. Wykazac, ze dla x > \/5 zachodzi nierOwnos¢
(x+ l)cos—E»— —xcosE > 1.

x+1 X
96. Wykazac, ze jezeli

2n—2

—_—— — "_1 x —_—
Sancn (0= X b =P o

to wtedy
Son-1(xy) _sinx,  Syuyq(xy)
Son—1(xy) sinx, SZn+1(x2)’

gdy 0 < x, <x2<\/€.

97. Udowodni¢, ze dla x > 0 mamy
e* < “ +X)1 +x.

98. Pokazac, ze jezeli liczby a, b, ¢ sa rdzne, to zachodzi nierownosc¢
3min {a,b,c} < Ta—(Xa*—Zab)'’? < Ta+(Xa*—Zab)'? <
< 3max {a,b.c},
przy czym Xa = a+b+c, La* = a* +b*+c?, Tab = ab+ bc +ca.

99. Na plaszczyznie sa dane punkty A i B lezace po jednej stronie prostej k.
. . . . AM .
Znalez¢ na prostej k wszystkie takie punkty M, ze stosunek BM jest

a) najwigkszy, b) najmniejszy.
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100. Funkcja h:R — R jest rozniczkowalna w zerze i spetnia dla kazdego
x€R warunek h(ax) = bh(x), gdzie a, b sa pewnymi liczbami rzeczywistymi
10 # |a] # 1. Ponadto h'(0) # 0. Wykazad, ze a = b oraz, ze istnieje taka liczba
rzeczywista c, ze h(x) = cx.

101. Dany jest wielomian

W(x) = (x—a)*Q (x),
gdzie a # 0, Q jest wiclomianem niezerowym, k jest liczba naturalna. Dowies¢, ze
W ma co najmniej k+ 1 wspolczynnikow roznych od zera.

102. Sposrod stozkow wpisanych w kulg B wybrano taki stozek S, , ze kula
K, wpisana w stozek S; ma maksymalna objetosc. Nastepnie w kule B wpisano
stozek S, o maksymalnej objetosci, a w stozek S, wpisano kule K ,. Rozstrzygnaé
co jest wigksze: suma objetosci S, i K, czy suma objetosci S, i K.

103. Doswiadczenie polega na wykonaniu n niezaleznych prob. Praw-
dopodobienstwo pozytywnego wyniku w i-tej probie wynosi p;. Niech r, bedzie
prawdopodobienstwem tego, ze doktadnie k prob da wynik pozytywny. Udowo-
dnié, ze

Yo pi= D, kr.

i=1 k=0

104. Znalez¢ najmniejsza liczbe rzeczywista A taka, ze dla kazdego
troymianu kwadratowego f(x) spetniajacego warunek

If()I<1 dla xe[0,1]
mamy nierownos¢

S 0) < A.

105. Znalez¢ najmniejsza liczbe rzeczywista A taka, ze dla kazdego
wielomianu stopnia trzeciego spelniajacego warunek

<1 dla xe[0,1]
mamy nierownos¢

/(0 < A

106. Udowodnic, ze zdanie:
»Dla dowolnych liczb a,,a,,...,a, zachodzi nieréwno$¢
(a,—ay)(a;—a3)..(a;—a,)+
+(a,—a,)(a,—aj)...(a,—a,)+
+(a,—a,)(a,—a,)...(a,—a,-{) = 0"
jest prawdziwe dla n = 3 i n = 5 oraz jest falszywe dla wszystkich pozostatych
liczb naturalnych n wigkszych od 2.

107. Udowodni¢, ze jezeli 0 < « < 1, to rOwnanie
1 X x? X"
+1—!+i+...+a—cxe
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ma w przedziale [0, + oo) dokladnie jeden pierwiastek x = x(n). Wykazac, ze
lim x(n) = co.
108. Rozwiaza¢ nierownosc
(=1t > (x+ 1)1
przyjmujac za dziedzing funkcji (u, v) — u” zbidr
{w,v):w>0) lub w=0<v) lub
(u < 0,0 — catkowite)}.

109. Niech aeR i niech f bedzie dwukrotnie rozniczkowalna funkcja
rzeczywista okreslona na (a, + o). Oznaczmy przez M,, M,, M, odpowiednio
kresy dolne |f (x)|, | /" (x)| oraz |f” (x)| na zbiorze (a, + o0). Udowodnié, ze

M} <4MM,.

110. Udowodni¢, ze dla dowolnego x jest prawdziwa nastgpujaca nierow-
nos¢

1
le*(12—6x 4+ x?)— (124 6x+x?)| < %lxl5 eI,

111. Pokazac, ze jezeli n = 2 i xe(0, + ), to wtedy
(x+n—1In(x+n—1)—xlnx <
<n—14+Inx+1)(x+2)..(x+n—1) <
<(x+nn(x+n)—(x+In(x+1).



Rozpziar X

ZASTOSOWANIA
RACHUNKU ROZNICZKOWEGO
FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH

Czes¢ A

Wyznaczy¢ ekstrema lokalne nast¢pujacych funkcji:

L f(x,y) =3x7y—x>—y% 2 [ =t 5

3. f(x,y) = x=xy+ )2 4. f(x,y) = x*—xy—y~.

5. f(x,y) = x>—2xy+2y>+2x.

6. f(x,y)=x>+y>—x*—2xy—y>

7. f(x,y) = x> =2y —3x+6y. 8. f(x,y) = x3—2x2y2 +y*.

9. f(x,y)=e "2 (x2—y?). 10. f(x,y) = e (x2—2xy + ).
1L f(x,y) = (P +29e M0 12 f(x,y) = (x—2y)e T
13. £(x,y) = xyln(x2+?). 14, f(x.y) = 2; N i .

15. f(x,y) = —tj}‘jb—yﬂ przy czym a*+b*+c* #0.

NESED SR
16. f(x,y) = 1—/ x> +y>.
17. f(x,y) = x*+xy+y*—4Inx—101Iny.

18. f(x,y) =sinx+cosy+cos(x—y), gdzie xe‘:(), g], ye[O, -725]

19. f(x,y) =sinxsinysin(x+y), gdzie xe[0,n], ye[0,x].
20. f(x,y)=x+y+4sinxsiny.
21. f(x,y) = (acos x+bcos y)*> +(asin x + b sin y)>.
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22. f(x,y) = x*+y*—2x2+4xy—2y?, gdzie xe[0,a], ye[0,a]
i a>1.

23. f(x,y)=e ¥ (ax’+by?), a>0, b>0.

24. f(x,y) =sinx+siny+cos(x+y), gdzie xe|:0, Z:I, ye|:0, g]

25. f(x,y,2) = 2x2—xy+2xz—y+y>+2°

26. f(x,y,z) = x*?+2y*+z>—2x+4y—6z+1.
27. f(x,y,z) = 2x> +y?+z2—2xy+4z—x.

28. [(x,y,2) = x>+ xy+y*—2zx+22°+3y—1.
29. f(x,y,2) =xyz(l —x—y—2z).

xl yZ
30. f(x,y,2) = 27 + T —4x+22%
V4

3L f(X,y,Z) = (x+y+22)e—(x2+y2+zz)'

aZ 2 y2 2
32 f(x,y,2)=—+ —+—+ 13 gdzie x>0, y>0, z>0,
x y z b
a>0, b>0.
33. f(x,y,z) =sinx+siny+sinz—sin(x+y+z) dla xe[0,n],
ye[0,7], ze[O0,x].

34. f(x,y,2) = (ax+by+cz)e ¥ V"7,

35. Sposrod prostopadioscianow wpisanych w elipsoide

X2 y2 ZZ

2tprta=h
o krawedziach rownolegtych do jej osi znaleZ¢ ten, ktorego objetosc jest
najwigksza.

36. Sposrod wszystkich trojkatow o danym obwodzie 2p znalez¢ ten,
ktorego pole jest najwigksze.

37. Na plaszczyznie dane jest n punktow materialnych P, (X15Y1)s s
P,(x,,y,) z masami odpowiednio rownymi m,,m,, ..., m,. Znalez¢ punkt P(x,y)
taki, ze moment bezwladnosci uktadu wzgledem tego punktu jest najmniejszy.

x2 2

38. W czeéci paraboloidy eliptycznej §= p + %, z = ¢, wpisa¢ prosto-

padloscian o najwigkszej objgtosci.

39. W dany okrag o promieniu R wpisa¢ czworokat o danym kacie o tak, by
pole jego bylo najwigksze.

7 Zbidr zadan z analizy matematycznej
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40. Wyznaczy¢ prostopadloscian o najwigkszej objetosci, jezeli pole powie-
rzchni jest robwne 6a?.

41. Na prostopadto$cianie prostokatnym o wymiarach 2a, 2b, 2¢ opisaé
elipsoide o najwigkszej objetosci.

42. Na elipsie opisa¢ trojkat o najwickszym polu o podstawie rownoleglej
do osi elipsy.

43. Znalez¢  maksimum  funkcji  f(x,y,z,f) = xyzt na zbiorze
S={pz0:x+y+z+t=¢,x>0,y>0,2>0,t> 0}, gdzie ¢ > 0.

44. Na elipsoidzie x+y*+4z®> =8 znalez¢ punkt najdalej odlegly od
punktu (0,0, 3).

45. Znalez¢ ekstrema warunkowe stosujac metode Lagrange’a:
1 1

o
b) f(x,y,z) = x—2+z pod warunkiem, ze x +y>—z% = 1,

) 1
a) f(x,y) = x+y pod warunkiem, ze — +
X

) X, X
©) f(xy,X3,.,X,) = x{+x3+..4+x2 pod warunkiem, 7ze ~% + 22 4 ... +
a, a
1 2

X .
+-"=1, gdzie a,>0,a,>0,..,a

n

>0,

n

d) f(x,y,2) = x>+ y*+z* pod warunkiem, ze bx+my+nz = 0 oraz
(xz +y2 +22)2 — aZXZ —I—b2y2+6‘222,

e) f(x,y) = x—y pod warunkiem, ze tgx = 3tgy i ponadto xe[O, g],

0, -
€
y ’2,

f) fx,x,,.00x,) = Z—l + % + - +% pod warunkiem, ze f,x, + f8,x,+
+..+p,x, = p, gdzie ot,., ﬁi,zxi sq liczb”ami dodatnimi dla i = 1,2,...,n,

g) f(x{,x5,00,x,) = xF+x5+..4+xZ, gdzie p>1 pod warunkiem, 7e
X +X,+..+x, =a(a>0),

h) f(xy,x,,..,x,) = x{'x%..x% pod warunkiem, 7e X +X,+..4+x,=a
oraza>0,0,>1,x;,>0dlai=1,2,..,n

46. Rozlozy¢ w szereg Maclaurina nastepujace funkcje:

a) f(x,y)=(1+x)"(14y), b) f(x,y)=In(1+x+y),
©) f(x,y)=e"siny, d) f(x,y) = e*cosy,
e) f(x,y) = sin(x*+y?), f) f(x,y)=In(1+x)In(1+y).

47. Wykazaé, ze jezeli
l+xy=k(x—y)
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przy czym k jest stala rzeczywista, to zachodzi rowno$¢
dx dy
T+x 147
48. Wykazac, ze jezeli
x4+ x?+y*—1=0
i ponadto xy > 0, to zachodzi réwno$¢

dx 4 dx
J1-x* 11—yt
49. Obliczy¢ y’ 1 y” dla funkcji uwiklanej y okreslonej nastgpujacymi
rOwnaniami:

=0.

a) x> +2xy—y? = a?, b) In/x2+)? = arcth,
X
. y
c) y—esiny = x, d) y =2xarctg-.
X

50. Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzgdu funkcji
uwiklanej z = f(x, y) wyznaczonej rOwnaniami:

a) z=./x*—y? tgﬁ,

¢) x+y+z=¢€"

b) x+y+z=e *tr+a

51. Wyznaczy¢ ekstrema funkcji uwiklanej postaci z = f(x,y) zadanej
rownaniem:

a) 2> —xyz+y* =16, b) z* —xyz+y?+4x? = 16,
©) X2+ y* 422 —xz—y?+2x+2y+2z =2,
d) x*+y*—z)? =a*(x*+y*+z%), a>0.

52. Wykazac, ze roOwnanie Laplace’a w R? postaci
0*u  0%u
Ty
T 0y?
we wspotrzednych biegunowych x = rcos0, y = rsin ) wyraza si¢ wzorem
v 1 0% 1
St aomt o
or*  r* 00

53. Pokaza¢, ze podstawiajac w rownaniu
x2d*y  dy

+x—+y=0
dx? ax Y
X = €', otrzymamy rownanie postaci
d*u
= 0.

F—*—u
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54. Przechodzac do wspotrzednych sferycznych pokaza¢, ze wyrazenia:
W:(@L‘)2+<0_“>2+(@_“>2 w, = Fu Pu Ou
Yo \ox oy oz)’ 2 ox? 0y 0z
s postaci
o el 42
! or r?sin?¢p \ 20 r*\dep) "’

W_(?Zv+100+ 1 020+16v+ctg<p(7v
2702 P2 0g?  rPsinfep 00 ror ot 0

55. Przeksztalci¢ rOwnanie

6_ , 0z 5
T 75 oy i
wprowadzajac nowe zmienne
t t
A T

56. Przeksztalci¢ nastgpujace rOwnania rozniczkowe zwyczajne wprowa-
dzajac nowe zmienne:

6 C
a) y' = %] jezeli t = In|x|,
X

b) (1—x%)y"+y +ny?=0 jezeli x= cos

PN (&) dE
¢) V'+p(x)y'+q(x)=0, jezeli y=ue j”) ,

gdzie p(x)eC’,

d) x*y" +xyy’ —2y* =0, jezeli x=¢' y=ue",
gdzie u = u(t),

A} . ‘ L y
R — od A,a,beR, el =-—
T ey B Aabef el =
x—b
t=1ln —-—‘ przy czym u = u(t),
X—a
dy x4y ... .
f) —=-—-, jezeli x=rcosp, y=rsing.
dx x—y

57. Przeksztalci¢ nastgpujace rownania rozniczkowe czastkowe wprowa-
dzajac nowe zmienne:

0z oz ... 5 . y
a) (x+y) 5= (x—y)?, jezeli u=In/x?>+y> i v =arctg~,
Ox dy X

0z oz ey y P I RS
b)xvv+y:——4+ [x 4y 422, jezeli u =", v=z4 /xP+yi 4z,

Ox qy X :

0z 0z X , y

X + y‘__ _ jeZCll u = 2_x— i v =",
x dy z z



ZADANIA 101

ou ou 0 :
B S o0, jereli x=¢ n=y-x (=z-x,
ox 0Jdy 0z

0’z 0%z 0%z 0z 0z 0. ieseli 5
e) zﬁ+&5}—$§+$+a—y— , jezeli u=x+2y+z
i v=x—y—1

2

0z 0z
f)(1+x2) +(1+ 2)—+x +ya =0, jezeli

0x

u=ln(./1+x +x) i v=1 (W 1+y* +y)

0’z 0%z X y

S+ =0, jezeli u= , b= ,
2 oz oy? Jezell =2 +y? 'T +y?

0% 02 .
h) P Z+a i+m z=0, jezeli x =-¢e"cosv, y=e€"sinv,

0* 0*
i) xza—xz2 —yza—yi =0, jezeli u=xy, v= ;,
0%z 0%z 0z* y
N L0z ., 027 ot y _
i) x Fpe 2x Smyﬁx&y +sin y6y2 0, jezeli u xtgz, V=X,
0% 0* C
k) xa—iz——y—é=0, (x>0,y>0), jezeli x=(u+v)? y=(u—0)>
x 0y

Uwaga. Czytelnikowi pragnacemu zapoznaé si¢ z réznorodnymi zastosowaniami rachunku
rozniczkowego funkcji wielu zmiennych w ekonomii polecamy zadania 40-46 znajdujace si¢
w Dodatku. Natomiast zadania 94—103 dotycza zastosowan w fizyce.

Czes¢ B
58. Wykazac, ze rownanie Laplace’a
0’z 0%z
242220
o oy?

nie zmienia swojej postaci przy dowolnej zmianie zmiennych
X = (p(u,v), y= lll(u,l))v
takiej, ze jest spelniony warunek

dp oy d¢ _ Y
ou v v ou

Wskazowka. Wykorzystaj metode z zad. 52.

59. Wykazaé, ze rOwnanie

0%z 0%z y\ 0%z
41+ 7)==
oxz “oxay * < * x) oy* 0
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przy przeksztalceniu wzgledem nowych zmiennych
u=Xx, v=x4+y, w=x+y+z
jest postaci

3w (v 0*w

—+|-—1)=—=0.

ar (u > dy*

60. Wykazac, ze jezeli funkcja f(x,y) jest rozniczkowalna w wypuktym
obszarze G i pochodne czastkowe f,, f, sa ograniczone, to wtedy f(x,y) jest
jednostajnie ciagla w obszarze G.

61. Wykazac, ze funkcja f

x?+y3
S, p) =< x*+y?

0 dla x*+y?2=0
jest jednostajnie ciagta w R2.

dla x24+y*#£0

62. Zbadac, czy nastgpujace funkcje sa jednostajnie ciagle:

a) f(x,y) = sinxcosy, b) f(x,y) = e~ &),
) f(x.y) = x>+,
x2—y?

———=— dla x4+ #0
d) f(x,y)=qV/x*+y°

0 dla x*+y*=0,

XAy dla x*+y*#0
e) f(x,y) =</ x*+y*
0 dla x*+y*=0.

63. Liczbe a > 0 rozlozy¢ na n mnoznikow tak, zeby suma ich odwrotnosci
byla najmniejsza.

64. Dang liczbe a > 0 rozlozy¢ na n sktadnikow tak, by suma kwadratow
tych sktadnikow byla najmniejsza.

Wskazowka: Skorzysta¢ z metody uzytej w zad. 63.
65. Pokazac, ze funkcja
S(x,y) =(1+¢€")cosx—ye’
ma nieskonczenie wiele maksimow natomiast nie ma zadnego minimum.
66. Wyznaczy¢ najmniejsze pole n-kata opisanego na kole o promieniu R.

67. Wykaza¢ nieréwnos¢ Hadamarda: niech

a b ¢
U= |a, b, ¢
a, b, ¢,

oraz niech a’+b*+c* =1, al+bi+ci=1, a}+bi+ci=1. Wtedy
et U] < 1.
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68. Udowodni¢, ze jezeli sa spetnione nastgpujace warunki:
XirXpssX, =0 oraz x,+x,+..+x, = na,
to wtedy:

. n
1 z X;X; < (2> a?,

1<i<jsn

20 z xl.xjxk < <;l) a3,

1<i<j<k<n

69. Wykazac, ze rownanie
1
y+ Esin y—x=20

wyznacza dokladnie jedna funkcje uwiklana postaci y = f(x) dla xeR oraz

obliczy¢ /" (x), [ (x) i ["(m), f" (m).

70. Wykaza¢, ze rOwnanie
2 —xyz+y* =16

wyznacza dokfadnie jedna funkcj¢ uwiktang z = f (x,y) w otoczeniu punktu
2

2 0 F
(1.4.2). Obliczyé pochodne czastkowe - (x, y), Li(x, W, 1,41 S2(1,4).
0x 0x 0x 0x

71. Wyznaczy¢é pochodne pierwszego i drugiego rzedu funkcji uwiktanych
x(z), y(z) w punkcie z = 2, jezeli funkcje te sa zadane uktadem rownan

x24+y?=05z°
x+y+z=2,
i spelniaja warunki x(2)=1, y(2)= —1.

72. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji uwiklanej postaci z = f(x,y)
zadanej rOwnaniem

F(x,y,2) = x*4+y*+z2—2x—2y—4z—10=0.

73. Obliczy¢ rozniczki pierwszego i drugiego rzedu funkcji uwiklanej
postaci z = f(x,y) zadanej rOwnaniami:

a) xtytz=e XTI, b) = =1In-+1.
z y
74. Obliczy¢ pochodne y’(0),z'(0), y” (0), z” (0) funkcji uwiktanych y(x), z (x)
spetniajacych zatozenia y(0) = —1, z(0) = 1 i zadanych uktadami rownan
x+y+z=0 x2—y?—z2+z=0
a) 3 5 a2 b) 3 > 2, ., _
X*+y 4z =12, x*+xy+y+z=2
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75. Pokaza¢, ze rownanie
,0w L *w 0w 0*w ’w 0*w
x ox2 +y F +z 022 +y26yaz +ex 0z0x +xy6x6y
w nowych zmiennych x =uv, y=vuvt, z=tu jest postaci
2 2
R
ot Ju ov

=0

=0.

76. Przeksztalci¢c wyrazenie

0%z *z 0%z
a3 + =

Ox 6x0y oy?

stosujac nowe zmienne

y z
l=x+y, u==, v=-—.
x x

w=

77. Wykazaé, ze roOwnanie
0%z 0’z 0%z
ox? Caxdy oyt T
nie zmienia swojej postaci przy podstawieniu
u=x+z, v=y+z.

78. Przeksztalci¢ rOwnanie

62 ,0%u N ,0%u w2 0*u 42 0%u 2 0*u 0
z? X Xz zZ—— =
o R R =R oxdz Y oy0
podstawiajac
z
é:X, }’I:—, C:y—z.
z X
79. Wykaza¢, ze kazde rownanie
0%z az 0z
EpE =0
axay TYax TPy TS
(a,b,ceR sa stalymi) po wprowadzeniu nowej funkgji
z = ue™*h,
(2, BeR sa statymi) oraz u = u(x, y), mozna sprowadzi¢ do postaci
0%u

68 +c,u=0 (c; = const).

80. Przeksztalci¢ rownanie

20%u 0% 0% [ ou)? ou\? ou\?
et =(5) +05) + (3)
podstawiajac x = €%, y = €', z = €, u = e", przy czym w = w(& 1, {).
X2 2 g2

81. Na elipsoidzie 3 + % + % = 1 znalez¢ punkt najbardziej odlegly od

poczatku uktadu wspotrzednych.
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Czes¢ C
82. Poda¢ przykilad funkcji wielu zmiennych nie majacej ekstremum
w poczatku uktadu wspotrzednych i takiej, ze jej zaciesnienie do dowolnej prostej

przechodzacej przez poczatek uktadu wspotrzgdnych ma silne minimum w tym
punkcie.

83. Wykaza¢, ze funkcja
(y—e V) (y=3e V) dla x#0

f(x7y) = 2 —

y dla x=0

nie ma ekstremum lokalnego w punkcie (0,0), natomiast ma ekstremum

absolutne na krzywych typu y = cx™", gdzie m, n sa liczbami naturalnymi

wzglednie pierwszymi, ceR jest stale.

84. Skonstruowa¢ przyktad funkcji f dwoch zmiennych, takiej ze
d?® b o
——Jfx,p)dy # | —f(x,y) |dy,
dx:, 2l 0x
mimo ze obie calki istnieja w sensie Riemanna.

85. Zadanie Huygensa: migdzy liczbami rzeczywistymi a, b wstawi¢ liczby
X{5X,,.., X, tak, by ulamek:

_ XXX,
(a+x)(xy+x3) e (Xp—1 +X,) (X, 4+ b)
mial warto$¢ najwigksza.

S, X5, X,)

86. Wyznaczy¢ (n+ 1)-kat o najwigkszym polu P wpisany w dane kolo
0 promieniu R.

87. Na sferze x>+ y?+2z% = 1 znalez¢ punkt (x,y,z) taki, by suma kwa-
dratow odlegtosci od n danych punktow M,(x;,y;,z;)(i = 1,2,...,n) byla naj-
mniejsza.

88. Wyznaczy¢ maksimum warunkowe funkcji

n

ft,ts.t,) = ] cost

i=1
pod warunkiem, ze t7 +t3+..+12 = 1.

89. Wykaza¢, ze dla krzywej drugiego rzedu ax?+2bxy+cy*+2dx+
+2ey+ f = 0 zachodzi rownosc¢

a3 2

90. Obliczy¢ f”(0), f” (0) funkcji uwiklanej y = f(x) spelniajacej rOwnanie
x2—xy+2y*+x—y=1
i warunek f(0) = 1.
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91. Niech K:[a,b] x [a,b] — R bedzie funkcja ciagta majaca ciagla po-
0K
chodna czastkowa N Obliczy¢ pochodna funkcji f:[a,b] — R, okreslonej

wzorem
b
[ ) =[K(x,y)dy.
92. Obliczy¢ pochodna funkcji

f(x)=[K(x,y)dy
przy zatozeniu, ze K spelnia warunki z poprzedniego zadania.

93. Zalozmy, ze o jest ustalong liczbg rzeczywista oraz D < R" jest takim
zbiorem, ze dla dowolnego xe D oraz teR rowniez txeD.

Funkcj¢ [:D —R nazywamy funkcjq jednorodng stopnia o, jezeli
Slexy, x5, 0 tx,) = °f (X, X,,.,x,)  dla  dowolnego teR oraz x=
= (x4, X5, X,)ED.

Pokazac, ze jezeli f jest rozniczkowalna na D, to f jest funkcja jednorodna
stopnia a wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia ona réwnanie rézniczkowe Eulera

af aof of
=uf.

Xyt X+ tXx, =
Yox, > 0x, "0x,



Rozpziar XI

ROWNANIA FUNKCYJNE

Cze$¢ A

1. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f:R — R takie, ze

X . 2
f<1+x>—x
dla xeR 1 x# —1.

2. Znalez¢ wszystkie funkcje f:R — R takie, ze

1 1
f<x+—>=x2+—2
X X

dla xeR 1 x#0.

3. Pokazag, ze nie istnieje funkcja f: R — R, spelniajaca rownanie funkcyjne

S+ S+ (xp) = x+1 ()
dla x,yelR.

4. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f:R — R, ktore spetniaja rownanie funk-
cyjne

2f(x)+f(1—x)=x,
dla xeR.

5. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje roznowartosciowe f:R — R, spetniajace
roOwnanie

F(f@)+y) = fx+y)+1,
dla x,yelR.

6. Znalez¢ wszystkie funkcje f:R — Z takie, ze

fx+y) = fx)+f(y)
dla x,yeR.
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7. Znalez¢ wszystkie funkcje f:R — R spelniajace warunki:
1° f(xy) =x*f(y)+yf(x), x,yeR,
2° f(2Q)=2
8. Znalez¢ wszystkie funkcje f:R — R, ktore spelniaja nastgpujace wa-
runki:
1° fey) =x*f (+Y2f () +y*x+yx*—xy dla x,yeR,
2° f(2)=2
9. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W(x), xeR, spetniajace rownanie
funkcyjne
x=—DWkx+1)—(x+3)W(x—-1)=0,
dla xeR.
10. Pokazaé, ze nie istnieje funkcja f:R — R, ktora jest surjekcja i spetnia
rownanie funkcyjne

fx+y)= () f(y)
dla x,yelR.

11. Wyznaczy¢ ogodlna postac funkcji ciaglej f:R — R, spelniajacej tzw.
rownanie funkcyjne Cauchy’ego

Sx+y) =)+ f(y),
dla x,yeR.

12. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje ciagle f:R — R spelniajace tzw. réwnanie
funkcyjne Jensena

(X5 - S+ )

2 2 ’

dla x,yeR.

13. Znalez¢ wszystkie funkcje ciagle f:R — R, ktore spetniaja rOwnanie

S+ =f)+fD+f(x)f(y)
dla x,yelR.

Czes¢ B
14. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f:R — R, ciagle w zerze i takie, ze
2f(2x) = f(x)+x dla xeR.

15. Znalez¢ ogodlna postac funkcji ciaglej f:R — R takiej, ze a = f(1) > 0
oraz spetniajacej rownanie funkcyjne

Sx+y)=fx)f()
dla x,yeR.

16. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje ciagle f: (0, o) — R, spetniajace rownanie
funkcyjne
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f&xy) =)+ (),
dla x, ye(0, o0).

17. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje ciagte f:(0, 0) — R takie, ze

fxy)=fx)f(y)
dla x,ye(0,00).

18. Znalez¢ wszystkie ciagle rozwiazania rownania funkcyjnego

f(x+y) =a” ) f(y),

gdzie f:R—>R oraz a>0, a=const

19. Pokazaé, ze jesli f:R — R spetnia rownanie funkcyjne Cauchy’ego (por.
zad. 11)

fx+y) =)+ ), x,yeR,
oraz jeden z nastepujacych warunkow:
1° f jest ciagta w pewnym punkcie x,€R,
2° f jest ograniczona z gory na pewnym przedziale (a,b) < R,
3° f jest monotoniczna na R,
to jest ona postaci f (x) = ax, a = const.

20. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f:R — R spelniajace warunki:
1° flx+y) =)+ 1)
2° fxy)=f(x)f(y)
3 f(f)=x
dla wszystkich x, yeR.

21. Pokazaé, ze jesli f:R, —» R jest funkcja jednostajnie ciagla oraz
spetniajaca roOwnanie funkcyjne

f@2x)=f(x), xeR,,
to f jest funkcja stala.

22. Poda¢ przyklad funkcji f:(0,00) — R, ciaglej na (0, 00) i spetniajacej
rownanie funkcyjne z zad. 21, ktora nie jest stala.

23. Wskaza¢ przyklad funkcji g: R — R ciaglej, nie bedacej funkcja postaci
g(x) = ax i spelniajacej rownanie funkcyjne

g (2x) = 29 (x),
dla xeR.

Czes¢ C
24. Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Wyznaczy¢ ogdlna

postac¢ funkcji f: X — X, spelniajacej rownanie funkcyjne

f(f®) = 1),
dla xeX.



110 XI. ROWNANIA FUNKCYINE

25. Udowodni¢, ze jezeli funkcja f:R— R spelnia dla kazdego xeR
rownos¢ f(3x) = 31 (x)—4(f (x))* i jest ciagla w zerze, to jej wartosci naleza do
przedziatu [ —1,1].

26. Rozwazmy rownanie funkcyjne

S(2x)=2f(x)+x, xeR,
gdzie f:R-R.

a) Pokaza¢, ze nie istnieje rozwigzanie tego rownania bedace funkcja
dodatnig na pewnym przedziale (0, a),

b) pokaza¢, ze nie istnieje rozwigzanie tego rownania bedace funkcja
ujemna na pewnym przedziale (x, c0),

¢) wykazac, ze w klasie funkcji ciagtych na R rownanie to ma przynajmnie;j
jedno rozwigzanie.

27. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje wymierne zmiennej rzeczywistej spel-

1
niajace rownos¢ f (x) = f <;> dla wszystkich xeR, x # 0.

28. Niech f i g beda funkcjami rzeczywistymi okreSlonymi w R i spel-
niajacymi rownanie

S+ (x=y) =2f(x)g(y)
dla x,yeR. Dowies¢, ze jesli f nie jest tozsamosciowo rowna 0i |f (x)| < 1 dla
kazdego x, to rowniez |g(y)| < 1 dla kazdego y.

29. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje ciagle f:R — R, spetniajace rownanie
funkcyjne

Sx+y) =+ ) +2xy, x,yeR
i takie, ze f(1) = 1.

30. Znalez¢ wszystkie funkcje /1R, — R, takie, ze f (xf (y)) = f(x+y)dla
x,y€ R, oraz spelniajace warunki:

1 f(2)=0,

2° f(x)#0 dla xe[0,2).

31. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f:R — R, spetniajace warunki:

I° fxy)=xf(M+yf(x) dla x,yeR,

2° f jest rozniczkowalna na przedziale (0, o0),

3 ff()=1.

32. Znalez¢ wszystkie funkcje f:R — R, rozniczkowalne na R i spetniajace
rownanie

201 () = £ (x+ ) —f (=),
dla x,yelR.

33. Wyznaczy¢ ogolng postaé funkcji f, ktora jest okre$lona i réznicz-
kowalna na pewnym otoczeniu punktu x =0, i spetnia na tym otoczeniu
rownanie funkcyjne
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JX)+/()
fx4y) =——F—7—
1—f(x) f(y)
oraz jest taka, ze f(0) =01 f"(0) = ¢, ¢ = const.
34. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f:R — R, ktore sa dwukrotnie roznicz-
kowalne i spetniaja rownanie funkcyjne

FOf () = f(xjgy)f (jzy)

35. Znalez¢ wszystkie funkcje /:R — R, dwukrotnie rozniczkowalne i spel-
niajace rownanie funkcyjne

fx+y)+f(x=y) =2fx)1(y)
dla x,yeR.

dla x,yeR.

36. Niech b bedzie ustalona liczba rzeczywista. Wyznaczy¢ wszystkie
funkcje f:R — R takie, ze
F(f)+y) = f(xy)+b
dla x,yeR.
37. Znalez¢ wszystkie funkcje f:R — R takie, ze
Jx+y)—fx=y)=f(x)f(y)
dla x,yeR.

38. Znalez¢ wszystkie funkcje rézniczkowalne f:R — R, ktore spetniaja
réwnanie funkcyjne

Sx+y)—f(x—y)=yf(x)
dla x,yeR.

39. Pokazac¢, ze funkcja f:R — R spelnia rownanie funkcyjne

Sx+y)—fx=y)=2f(y), x,yeR,
wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia rownanie funkcyjne Cauchy’ego z zad. 11.

40. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f:R — R spelniajace rownanie funkcyjne

Lf )+ f W] f(x+y) = f(xy)
dla x,yeR.

41. Znalez¢ wszystkie funkcje f:R — R spetniajace dla wszelkich x, y,ze R
nier6wnos¢ -
1
Sy + f(xz2)=2f (x) f (yz) = X

42. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje ciagle f:R — R spelniajace rownanie
funkcyjne

fxty) = f(x)f(y)(1 + 1)
x Yy
dla x, yeR\{0}.
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43. Rozstrzygnag, czy istnieje funkcja rozniczkowalna f:R — R, nie rowna
tozsamosciowo zeru, spetniajaca rownanie funkcyjne

2f(f) = f(x), xeR,
itaka, ze f(x)=>0 dla xeR.

44. Rozstrzygnaé, czy istnieje funkcja rozniczkowalna f:R — R, nie rowna
tozsamosciowo zeru, spelniajaca rownanie funkcyjne

2f(f(x) = f(x), xeR,
a ponadto taka, ze —1 < f(x) <1 dla xeR.

45. Dla ustalonych liczb dodatnich a i b znalez¢ wszystkie funkcje
f:R, >R, spelniajace warunek

f(f(x)+af(x)=b(a+b)x
dla xeR.



Rozpziar XII

CALKA NIEOZNACZONA
I CALKA OZNACZONA
FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ

W rozdziale tym przez catke oznaczona bedziemy rozumie¢ calk¢ oznaczona w sensie
Riemanna. Podobnie, pod pojeciem funkcji catkowalnej, bedziemy rozumie¢ funkcje catkowalng
w sensie Riemanna.

Czesé A

Stosujac wzor na catkowanie przez czgsci obliczy¢ nizej podane caltki
nieoznaczone:

1. [xsinxdx. 2. |xcosxdx.

3. [xe*dx. 4. jxe‘&"dx.

5. [ x3%dx. 6. [xarctgxdx.

7. [x"Inxdx, gdzie nelN. 8. [arccos x dx.

9. farcsin xdx. 10. | xtg’xdx.
11. | xcos®xdx. 12. [xIn(x*+1)dx.
13. [x%e*dx. 14. | x3sin x dx.
15. {x?cos’xdx. 16. {Inxdx.
17. [In’xdx. 18. | (arcsinx)® dx.
19. {sinln xdx. 20. {cosInxdx.
21. f\/m dx. 22. [ x%e*sinxdx.
23, J —-dv - 2. J x—-«——a_rlciiz ~dx,

25. [x?cos4xdx. 26. Jxln(x+v 12+x2)dx'
VI+x

8 Zbior zadan z analizy matematycznej



114

27. farctg \/;dx.

Korzystajac z metody catkowania przez podstawienie, wyznaczy¢ podane

nizej calki nieoznaczone.

29. [xe *dx. 30.
31. fe'xdx. 32.
33. [tgxdx. 34.
[3x+5
35, | 2 36.
J x*+1
[ 3/t 3
3. | VB 38.
cos?x
3. | 1TVoex 40.
sin®x
a | =2 4.
JJ1+x*
L
3. | Sax. 44.
J x
45 [ cosxdx 46
") 1+44sin®x’ )
[ tgx 1
47. | ———- dx. 48.
J 1+tg*x cos®x X
(‘
49. M dx 50.
J x
ctgx
51.
] In(sinx) S2.
dx
53 e 54.
j Jx(x+1)

55. J _dx 56.
/1-}-@2"

sin x cos x
57. j i
 a2sin®x +b? cosx

dx. 58.

XII. CALKA NIEOZNACZONA I CALKA OZNACZONA FUNKCII JEDNEJ ZMIENNEJ

x erc tgx

V(1+x )3

[x/ a*—x* dx.
fctgxdx.
[ dx

J xlnx

(n®x

dx.

X

xdx

J Y oxryT

n
x3

1+x8dx

LY

fx(2x*+3)y"dx, nel.

J CO\S/{_—; dx

e*dx
/ 1___er'

| sin®x cos x dx.

COS X

JJ 5+ 3sin x
J./ 1+lnx

xInx

fe+e X

dx
x Inx In (Inx)’

dx
sin?x + 2cos?x’

dx.
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59. Pokazad, ze jezeli | f(x)dx = F(x)+C, to

ff(ax+b)dx = éF(ax+b)+C(a # 0).

Stosujac twierdzenie z zad. 59, obliczy¢

60. je‘S" dx. 61
62. j cos x dx. 63
64. |cos’xdx. 65
dx

. | = 67
66 J x24+2x+2
68. J dx 69.

1 +sinx

70. | xcos*3xdx.

caltki nieoznaczone:
. sin7xdx.
. [sin®xdx.

W 1—3x dx.

dx
2—3x%

g

xe” *dx.
j‘ 7

Obliczy¢ nizej podane calki nieoznaczone, nie korzystajac z podstawien

Eulera.

7. J—Qi—. 72
O x>=2x+5

dx

73. J——————— 74
J3x2+6x+7

75. [/ x*+6x+13 dx. 76

77. [/ 1—4x—x? dx. 78
[ 3x—1

79 | — X0 ux 80.
J \/;2+2x+2

81. xdx 82.
J /32 —11x+2
ad 3_

83. X dx. 84
J J5—x*>—4x

85. [(2—x)/2x*+3x—8 dx.® 86

87. [(3—2x)/ 6—4x>—4x dx.

Wyznaczy¢ ponizej wypisane catki nico

88. J

xdx
2x2—3x—2"

dx

’ J«/12x:9x2—2.

J dx

S/ 3k =30x—T1
I 3X7—3x+ 1 dx.

. j~/2+x—7dx.

J‘ 2x+5
_——dx.
J9x2+6x+2
4% +5
——de.
1—x2—2x
cfx/ X7+ 3x+4dx
Cf@x—1)/ 6x—x? dx.

znaczone z funkcji wymiernych.
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r

dx
9. | ——————.
J 6x3—Tx*—3x
r 8_2 4 3_ 2
92. X x5+3x3 9x +4dx.
x> —5x"+4x
[ x2+1
93, | ————dx.
J x*—=5x*+4 X
[ x3+1
9s. dx.
J x3—x? *
[ X
97. dx.
J x*+2x3—3x*—dx+4 X
[ dx
99, .
J X0 —x*=5x7 4+ X2 +8x+4
[ dx
100. 3 .
J X +x
[ x*+1
102. ] —_——X3—x2+x—j X.
dx
104 |
04 jx“+x2+1
06 | 2578 4
T x*+6x2+8
C dx
108. ) (—1_17273'.
109. | ——— fx _ dx.
J x7+x +2x34+2x%+x+1
i dx
M- | i s

91.
94.

96.

98.

111.

xdx
x*+3x3—15x2—19x+30°

i

x?—3x+2
Sy X

J X7 +2x7+x

(x> —6x*+11x—5

(x—2)*

M 3x%2+1

dx.

dx.

x—1

dx
(x2+2x+10)*

J

Obliczy¢ nastepujace caiki, stosujac podstawienia Eulera lub inne metody:

112.

114.

116.

LY

~

dx
[ dx
2x—3)/4x—x*
[ dx
_x7(x+\/ﬁx—2).

113.

115:

117.

i dx

J x\/—2¢x—x2.

[ dx
|y
) x%dx

J 1—2x—x*




[ 3x3—8x+5

118, | ———dx.
J ./ x*—4x-1
r 3
— 1
120, | 22X gk

J A/ x2+2x+2
r 2
122 | 1Yy

X.
2+x?

ol 2 2
124, | VX H2xA2

x2

126.

[ x*dx

mo., | — =
J Jx*+4x+5
r 3

121. xdx
JJ14+2x—x2

123. Xl g

J xz\/2x2—2x+1

[ xdx
125.

[x— ./ x?+3x+2
dx.

»
dx
—— ¢ 127.

Obliczy¢ nastepujace catki z rozniczek dwumiennych:

128. |/ x*+x* dx.

130.

132, [x*- 3/ (1+x%)?dx.

3/ 3
134, J VIt

X

129.J NER
(1+3/x)?

131. | 3/3x—x? dx.

133. f_l__.
Y143 x
135. {3/ 148/ dx.

Wyznaczy¢ nizej wypisane catki z funkcji trygonometrycznych:

136. [sin’x cos’x dx.
138. |sin’xdx.
140. |sin®x cos’x dx.

142. j cos*x dx.

=3
144. Jsm X dx.

cos*x

d
146. J:,—x
SIn”X COS X

137. {sin’x cos>x dx.
139. fcos’xdx.
141. {sin*xdx.

143. {cos®x dx.

dx
145. - .
sin X cos x

Ly}
147. j MY .
COS“X

Jx—12/1+2x=x>

117
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dx
R . 149. {tg’x dx.
148 J sin*x cos*x Jgtxdx
5 d>
150, J—d-:—. - 151. JJ_;:—
tg"x sin-x
r r 2
s2. | 153, | Y 4
J tgx cos2x J sinx cos3x
[ dx [ dx
14, | ————. 158. | ———.
J 5—3cos x J S+4sinx
f 2 [ d:
156. | =X 4y 57 | &
J 2+cosx JA+tgx+dcigx
[ dx [ dx
158. . 159, | ————.
J S—dsinx+3cos x J 1+sin’x
r r
d
160 | 2% 161 | o
J sin”x—cos~x J s x+tgox
162. | sin4x cos3x dx. 163. [ cos2x cos6x dx.
164. |sin3xsin5x dx. 165. | sinx cos2xsin3xdx.
r d: d>
166. Tx:~—_:. 167. 777—'_'_*"/::::,::,
J \/sin3x cos’x cos x - 3/ sin’x
" sin®x cos®x 28in X — COS X
168, | DD XCOSX 169. | = 50 gy
J sin®x +cos®x J 3sindx +4 cos?x *
i dx
170. | ——.
J sin’x cos’x
Obliczy¢ catki:
171. [sinh x dx. 172. |cosh xdx.
dx .
]73. jm 174. J smh2x dx.
175. [tgh*x dx. 176. | ctgh’x dx.
dx [ dx
177. . 178. | —— .
J sinh x J sinh x cosh x
dx (lnx—1
179. | ———. 180. | ——dx.
j cosh?x J In®x X
r . t
181. | x%e* cos xdx. 182. arc4gx X.
X

o
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[ sinx

183. | ————dx. 184. [cos 2/ x dx.
J/ 1+sin2x
[ dx >
185. | T ey oy oo 186. [In*(x+ / 1+x?)dx.
[ Inx .
187. | de. 188. | xarcsin (1 —x)dx.
» 1 ' o
189. | xarccos _dx. 190. | ./tghx dx.

191. Korzystajac z definicji wyznaczyé nizej podane calki oznaczone
wiedzac, Ze calki te istnicja (co jest konsekwencja ciaglosci funkcji podcat-
‘kowych). W obliczeniach wzia¢ podziaty zadanych przedziatéw catkowania na
rowne czgsci i postuzy¢ si¢ gdrnymi, Srednimi albo dolnymi sumami catkowymi.

n

3 1 10 2
a) | x’dx, b) [x*dx, ¢) [2%dx, d) | sinxdx.
-2 0 0 0

192. Wyznaczy¢ z definicji catke
2

dx
F’
1
biorac jakikolwiek normalny ciag podzialéw przedziatu [1,2] i wybierajac

w przedziale [x;, x; ;] punkt posredni &, = / x,x; ;.
193. Pokaza¢, ze funkcja Dirichleta
f(x) = {

nie jest catkowalna na przedziale [0, 1].

0 dla x wymiernych
1 dla x niewymiernych,

Wykorzystujac twierdzenie Newtona-Leibniza, wyznaczy¢ nastepujace cal-
ki oznaczone:

4

e 4
194. (Inxdx. 195. [tgxdx.
1 0
1 )
19 dx 19 s 24
. J‘m 7. g xXSin x X.
0
n 1/2
2 X
198. [sin*xcos x dx. 199. j — dx.
0 1—x*
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1 V2
x+4 X
200. dx. 201. d
J(x2+2x+l)(x2+l) x f T+x* "
0 0
%
bld .. .
202. J azcosl;)lc—lk I;sinzx’ gdzie a, b sa stalymi roznymi od zera.
0
2 1 e
ex dx
203. | —dx. 204, | ——
sz J‘x\/l —In%x
1 1
1 3
d
205 | > 206 |
/8+2x__x2 1+cosx

[SIE]

=

207. {e**cosxdx. 208. | x*sinxdx.

209. [tg*xdx.

o=—= A ot—-—; (ST

210. Pokazac, ze jezeli funkcja f jest funkcja parzysta na przedziale [ —a, a],
to

} f(x)dx =2 Ef(x)dx.
0

211. Udowodni¢, ze dla funkcji f, ktora jest nieparzysta na przedziale
[—a,d], zachodzi roéwnoséé

f £ (x)dx = 0.

Uwaga. W zadaniach 210 i 211 zakladamy ciaglo$¢ funkcji f na przedziale
[—a,a].

212. Pokazaé ze sa spelnione nastepujace rownosci:

1

1 7_3 5 7 3_

a)f <+x)dx—0 b)Jx XX =,
cos?x

-1
1 1 3

¢) [ e ¥dx =2[e*dx, d) | x'%sin’xdx =0.
-1 4] —

n
3

Wskazowka: Skorzystac z zad. 2101 211.
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213. Pokazad, ze jesli funkcja f jest ciagla na przedziale [a, b], to
b 1

[fx)dx=(b—a)f f[a+(b—a)x]dx.

a 0

214. Udowodnic¢, ze
4 1
[x3f (x*)dx = ijxf(x)dx (a > 0).
0
0

215. Zakladajac ciagtos¢ funkcji f na przedziale [0, 1] pokazac, ze:

a) ff(sin x)dx = ;f(cos x)dx,
0 0

'

b) }xf(sinx)dx =§Jf(sinx)dx.
0

0

216. Niech f bedzie funkcja ciagta i okresowa (o okresie T) na R. Pokaza¢,
ze wtedy
at+T T

[ f(x)dx = [ f(x)dx
a 0
dla dowolnego a.
217. Obliczy¢ calki:

2
a) |1 —x|dx,
o
2 x? dla 0<x<1
dzi -
b) (f)f(x)dx, gdzie f(x) {2—x dla 1<x<2.

©) [llnx|dx,
1

d) {sgn(x—x3)dx, gdzie funkcja sgn x jest okreslona nastgpujaco

1 dla x>0
sgnx = 0 dla x=0

—1 dla x <0,

QO = W N

e) | xsgn(cosx)dx.
0

218. Niech
1 dla xe[—1,0]

f(x)y=< x dla xe(0,1]
x? dla xe(1,2].

Wyznaczy¢ funkeje F(x) = | f()dt dla xe[—1,2].
-1
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219. Wyznaczy¢ funkcje F(x) = [ f(t)dt dla xe[0,3], gdzie
0

x—1 dla xe[0,1]
f(x)=< —2x+4 dla xe(1,2]
1 dla xe(2,3].

220. Wyznaczy¢ funkcje

F(x)=[(t—1]+]t+1])dt
0
dla x=0.

221. Wyznaczy¢ funkcje f:[0, + 00) > R, okreslong wzorem

f(x) = flle—1]—-2|dt.
0

222. Rozwiaza¢ rOwnania:

dt dt
a) jwz_:z, b)j _
t/t2—1 12 e—1 6
V/rz—

Czesé B

Obliczy¢ nastgpujace catki nieoznaczone:

X (arcsinx 1+ x?2
223. e dx. 224, dx.
J\/?——x\/; J X J1=x2
(ax>+b
225, jx\/x2+l ln\/xz—l dx. 226. ] xz—Harctgxdx.
3 r o4
227, | FAECOSX 228, | X ArCEX
J 1=x2 J I+x
1 1 2
229, JX “(’(‘I“L\{),” ) ix. 230. [ x*(1+1nx)dx.
__x nd
arcsin e® J
w1, [, 232, f Tysmx
e 1+4+cosx
233. {max (1, x?)dx. 234. (e dx.

235. Sprawdzi¢, czy jezeli F jest funkcja pierwotna funkcji f ciaglej i Scisle
monotonicznej na pewnym przedziale, to funkcja G(y) = yf ™ '(y)—F(f )
Jest funkcja pierwotna funkcji ' odwrotnej do f.
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236. Wyprowadzi¢ wzory rekurencyjne dla catek:

n n

2 2 1
a) [sin"xdx, b) [cos"xdx, ¢ [(I—x%)"dx.
0 0 0

237. Poda¢ przyktad funkcji, ktora jest catkowalna na przedziale [0, 1], lecz
nie ma na tym przedziale catki nieoznaczonej.

238. Poda¢ przyktad funkcji catkowalnej na przedziale [0, 1], ale niecal-
kowalnej na przedziale [0,2].

239. Poda¢ przyktad funkcji niecalkowalnej na przedziale [a,b] i takiej,
zeby warto$é bezwzgledna tej funkcji byta na tym przedziale catkowalna.

240. Niech f:[ —a,a] — R bedzie funkcja ciagha. Obliczy¢ catke

§ (f ()= f(=x))dx.

241. Udowodnic, ze

1 1

fxm(1—xydx = [x"(1—x)"dx.

0 0

242. Niech f bedzie funkcja ciagla na przedziale [0, 1]. Pokaza¢, ze wtedy

}xf(sinx)dx = n}f(sin x)dx.
0 0

Wskazowka: Skorzystac z zad. 215.
243. Korzystajac z zad. 242, obliczy¢ catke:

n

xsin x

o 1+cos?x “~
244. Niech f bedzie funkcja ciagla na R. Pokaza¢, ze funkcja F(x) =

= [ f(1)dt jest parzysta, jezeli [ jest nieparzysta oraz nieparzysta, jezeli f jest
0
parzysta.

245. Znalez¢ najmniejsza i najwigksza warto$¢ funkcji

X

2t+1
f(")ZJPTHE

0
na przedziale [ —1,1].

246. Pokazaé, ze jezeli funkcje f, g, f?, g* sa calkowalne na przedziale [a, b],
to jest spelniona nastgpujaca nierOwnosc¢

b b b
[f(0)g(x)dx| < \/[fz(x)dx : \/EJZ(X)dx,

zwana nieréownosciq Schwarza.
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247. Korzystajac z nierownosci 1 < Inx < — dla x > e pokazac, ze
e
4

092 < J dx _ _
3 1Inx
3

248. Udowodni¢, ze

N Aa

dx T
<J~/4—x2—x3A<4 2
0

249. Pokazad, ze
1

0,78 < J dx < 0,93.

\/1+x

250. Udowodni¢ nierdwnosc

251. Wykazac, ze

1

dx
n(1+
J\/ 1+x f
0
252. Wykazaé ze

jf%—x dx < \/»2

253. Udowodni¢ rownosci:

1 n

a) lim J 11 —dx =0, b) lim (j)sin"xdx —0.

0

Czesé C

Bedziemy tutaj korzysta¢ z nastgpujacego kryterium catkowalnosci funkcji:
Zalozmy, ze f:[a, b] — R jest funkcja ograniczona. Wezmy podziat przedziatu [a, b] za pomoca
punktow a=x,<x, <..<Xx,=b; oznaczmy Ax;=x;—x;-;, J,= max Ax;. Niech

1<i<n
M;=sup!{f(x):xe[xi_1,x;]}, m; = inf{f(x):xe[x;—,,x;]} oraz niech w; = M;—m; oznacza os-
cylacje funkcji f na przedziale [x;-;,x;] (i = 1,2,...,n).
Wtedy na to, zeby f byla catkowalna na przedziale [a, b] potrzeba i wystarcza, zeby
lim Y wdx;=0.

0,



ZADANIA 125

254. Zalozmy, ze [ jest funkcja ciagla i Scisle rosnaca na przedziale [0, ¢],
f(0) =0 oraz niech a€[0,c], be[0, f(c)] beda dowolnie wybranymi liczbami.
Pokazac, ze wtedy jest spelniona nastgpujaca nierOwnos¢
b

[£(dx+ [~ () dx > ab
0 0

zwana nieréwnosciq Younga (f~' oznacza funkcje odwrotna do funkcji f).
Wskazowka: Skorzystac z zad. 235.

255. Wykazac, ze jezeli funkcja f jest ciagla na przedziale [a,b] oraz
d
[f(x)dx >0
dla kazdego przedziatu [¢,d ] zawartego w [a, b] (¢ # d),to f(x) = Odlaxe[a,b].

256. Wykazac, ze jezeli funkcja f jest dodatnia i catkowalna na przedziale
[a,b], to istnieje przedzial [c,d ] < [a, b] taki, ze inf f(x)> 0.

xe[c,d]

257. Udowodni¢, Ze dla funkcji f catkowalnej i nieujemnej na przedziale
[a,b] nierdwnos¢

[f(x)dx >0

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zbior miejsc zerowych funkcji f nie jest gesty
w przedziale [a, b].

258. Pokazac, ze jezeli f (x) > O na przedziale [a,b] i f jest calkowalna na
przedziale [a, b], to

}f(x)dx > 0.

259. Niech [ bedzie funkcja catkowalna i okresowa (o okresie 7)) na zbio-
rze R. Pokazac, ze
at+nT a+T

[ fx)ydx=n | f(x)dx
dla dowolnego aeR oraz nelN.

260. Niech funkcja f bedzie ograniczona i wklesta na przedziale [a,b].
Pokazac, ze
b

(b—a)f WO ff x)dx < (b— a)f<a+b>

2

Wskazodwka: Wykorzystac fakt, ze przy przyjetych zatozeniach funkcja f jest
ciagla na przedziale (a, b), a zatem jest calkowalna na [a, b].

261. Niech f bedzie funkcja r6zniczkowalna na przedziale [a, b] i taka, ze f”
jest catkowalna na tym przedziale. Niech
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b

A = f(x)dx—b—’n'—“ if<a+k(bn_“)>.

k=1

a

Znalez¢ lim nA,.

n— o

262. Pokaza¢, ze funkcja Riemanna okre$lona w zad. 57, rozdz. VII, jest
catkowalna na przedziale [0, 1]. Wyznaczy¢ warto$¢ caltki z tej funkcji na tym
przedziale.

263. Niech f bedzie funkcja catkowalna na przedziale [a, b]. Przedtuzmy
funkcje f na caly zbior R, przyjmujac, ze f(x) = 0 dla x ¢ [a, b]. Pokazaé, ze
b

lim | |f(x+h)—f(x)|dx = 0.
R0,

Uwaga. Sformutowana wyzej wlasno$¢ nazywa si¢ wlasnosciq catkowej cigglosci.
264. Zatozmy, ze f jest funkcja ciagla na przedziale [0,+ o0) i taka, ze

istnieje skonczona granica lim f(x) = A. Znalez¢

x> + o

x> + o0

lim I J f(de.
X
0

265. Niech funkcja f(x) bedzie rozniczkowalna w sposob ciagly na
przedziale [a, b] oraz niech f(a) = 0. Udowodni¢, ze

M</<b—a>§[f'<x>]2dx,
gdzie M = sup |f(ax)|.

xela,b]




Rozpziar XIII

CALKI NIEWLASCIWE.
WARTOSC GLOWNA CALKI

Czes¢ A
Obliczy¢ catki niewtasciwe:
+ oo + oo
[ d [ d
T 2 | =X
Jox JJx
1 1
+ + o
[ 2x [ dx
3. dx. 4
J xX*+1 X X +2x+2
+ o
r l + oo
5. | Yk 6. [ xe ¥dx
J X 0
+ oo
7. j X sin x dx. 8. [ e sinxdx.
0 0
+ oo + 00
dx { dx
9. 10. ———,
J 14+x3 Jopxt
0 0

Zbada¢ zbiezno$¢ nastepujacych calek niewtasciwych:

+ o

r x13 +oo

11. d &gmdx. 12. (f) \/;e_"‘dx.
3 y

13, dx 14, xarctgx

J xInlnx’ 3/1+x
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Obliczy¢ nastepujace calki niewlasciwe lub pokaza¢, ze sa one rozbiezne:

2

2
xdx dx
15, | ——. 16. | —.
J /x—1 6 _[xz—4x+3
0

1

1
1 r d
17. [ xInxdx. 18. ——XT—.
0 JxIn®x
0
e 5
d & 2
19. J * 20. _‘xdx__:
Jx/Inx ) Jx=3)(5—x)
3
91
ex
21. | —dx
J e
-1
Zbadaé zbiezno$¢ nastepujacych calek niewlasciwych:
1 1
/x
2 |- gk 23, | d9x
/1_'— X4 e\/" —1
0 v 0
1 n/2
24, J x 25, j Insinx .
e*—cosx /x
v
0 0

26. Obliczy¢ pole figury zawartej migdzy wykresem funkcji f(x)=
x4+
x4 2x? 1

a jej asymptotg.

1
27. Obliczy¢ pole figury ograniczonej krzywymi y=———, y =0,
x*(x+1)
lezacej nad przedzialem [1, + o).

28. Obliczy¢ objetos¢ bryly powstalej przez obrot krzywej y = \/; e
dookota osi Ox dla x = 0.
29. Obliczy¢ calki:

dx
) j(x—l)%/xz—zx_—-{

3

1
Wskazoéwka: Podstawi¢ z = 1
x_
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b) T dx ) J dx
o | <
Zj—’ (x2+a2)n+1 s
Ox+\/; x+1 4
sin x xInx
XYk,
D §1+w2d“ e)j0+x%3x
S 0
[ dx x arctg x
D Jx(x+1) . (x+n)’ 2 J(lﬂ-xz)z *
1 0
; dx
h) J 2x—2"

2

30. Obliczy¢ granice:

[+ adr

I=lim%>—
X = o0 X

31. Udowodni¢, ze

+ oo
|t tetdt
lim =~ — =0
x—>0 1
In—
X

32. Niech f, g beda funkcjami okreslonymi i lokalnie calkowalnymi na
przedziale [a, o0). Ponadto zakladamy, ze f jest nieujemna, natomiast g jest
dodatnia na tym przedziale.

Pokazac, ze jezeli istnieje granica

hmﬂﬁszsszL
x> o0 ( X)

o o0

to ze zbieznosci calki | g(x)dx dla K < co wynika zbieznos¢ catki | f (x)dx,

a z rozbieznosci pierwszej catki dla K > 0 wynika rozbiezno$¢ drugie;.
Wskazowka: Skorzysta¢ z definicji granicy i kryterium pordwnawczego.
Oddzielnie udowodnic¢ twierdzenie, gdy K = 0.

33. Niech f bedzie funkcja lokalnie calkowalna na przedziale [0, c0).
Uzasadni¢ nastgpujace twierdzenie:

[ f(x)dx jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy

9 Zbiodr zadan z analizy matematycznej
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[ f(x)dx

A

<eé&.

ANV A

£>0 Ao>a A, A’> Ao

Wskazowka: Skorzysta¢ z definicji granicy niewlasciwej dla funkcji
A
D (A) = [ f(x)dx.

34. Udowodni¢ nastgpujace nierOwnosci:

[e ]

) jlasinx+bcosx|dx < 2. /a*+b?

x?2 m

[SIE]

Wskazowka: Skorzysta¢ z nierdwnosci lasin x+bcos x| < /a?+b? dla xeR
(por. zad. 47, rozdz. III).

o0

cosax T
- S—"
b) J4+x X<y
0
)1<1+x2°d<1+1
D10° | 140 =19 " 39

1
Wskazowka: Skorzystac¢ z nierownosci:

1 14 x2° 1
< _

+%dlax>1

14 x32°

W dla xe [0, 1] Wka-

Wskazowka: Obliczy¢ maksimum funkcji f(x) =

rzystac zad. 34c).

. s o o, 1
Wskazowka: Zauwazyé, ze prawdziwa jest nierdwno$é e ¥ < Exe x?

dla xe[2, + o0).

35. Pokazaé ze:

2]

s
/ dx = el
a) J tgx dx = —tgx ﬁ,
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r

b) | x"¢ *=n!dlanelN,
o
0 r'cosax—zcosbxdx___E(b__a),
J X 2
0
Ofse,azxz_ —b2x2
d) ——~xz—dx=\/1/t(b—a), a,b > 0.
o

36. Udowodni¢, ze

[ee}

Jf((Ax— §>2> dx = % [f(yz)dy (4,B > 0).
0

0

37. Obliczy¢ warto$¢ gtowna nastepujacych calek:

% dx [ee} d
S — x
a 1 S
) Ji—sinx b) jx2—3x+2’
0 0
. 2 e'e)
dx 1+x
©) jxlnx’ 9 f 1+ x? dx,
1 —
2

e) | arctgxdx.
38. Wykazac, ze
2 1

a—1 1— a=1__ a—1
v.p.fx dx=J( ) A+ dt.

x—1 t
0 0

39. Pokazac¢ nastgpujace rownosci:

T . [ dx
a) vp. | sinxdx =0, b) v.p. =i 0,
e J
1 bl
dx [ dx 1
P. _=0, d D. = —
©) v-p x )Vpd1+tgx 4

-1 0
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Czes¢ B
40. Uzasadni¢ nastgpujace kryterium Abela: Zalozmy, ze funkcje

f,g:[a, + 00) - R spetniaja warunki

1° funkcja f(x) jest catkowalna na [a, + o0) (niekoniecznie bezwzglednie),
2° funkcja g(x) jest monotoniczna i ograniczona, |g(x)| < C, CeR, dla
x€[a, + o).

Wtedy catka [ f(x) g (x)dx jest zbiezna.

Wskazowka: Skorzysta¢ z zad. 33. Postuzy¢ si¢ twierdzeniem o wartosci
sredniej postaci

[/(x)g(x)dx =g(A4) [ f(x)dx+g(4) [ f(x)dx,

przy czym Ee€[A,A4"], A, A" dowolne liczby rzeczywiste, natomiast /' i fg sa
catkowalne na przedziale [ 4, 4"].

41. Udowodni¢ nastepujace kryterium Dirichleta:
Niech funkgcje f, g: [a, + 00) — R beda takie, ze:

1° f jest calkowalna na kazdym przedziale postaci [a, A] (gdzie A > a) oraz
istnieje C > 0 takie, ze

<C

[ f(x)dx

dla kazdego 4 > a,
2° g jest monotoniczna oraz
lim g(x)=0.

x> + oo

+ oo

Wtedy catka [ f(x)g(x)dx jest zbiezna.
0

Wskazowka: Skorzysta¢ z zad. 33 oraz z twierdzenia o wartosci $redniej
zawartego we wskazowce do zad. 40.

42. Wykazac zbieznos¢ calki

0

jcosxdx, a>0.

X

a

Zbadac¢ zbieznos$¢ nizej podanych calek:

43. Jﬁdx, ieR, . 44, Jcoixdx, ieR,.
X ; X
0
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o0
r
X X X
45. lim cos—=-cos—...cos— | dx.
J <n -0 2 22 2”)
0
1 cos x - e%in*
46. | x*sin = dx. 47. J ———dx.
J X X
0 0
@ X 2x (n—1)x
1+cos— + cos— + ... + cos
48. . n n n
lim dx.
o\~ x> n

49. [ sinx?dx.
0

Wskazowka: Podstawi¢ x* = ¢ i skorzystaé z zad. 43.

0 < 2
50. { cosx? dx. 51, JSln-xdx.
0
0

52. Pokazac, ze calka dex nie jest zbiezna bezwzglednie.
X

0
Wskazowka: Skorzystac¢ z zad. 51.

53. Udowodni¢ nastepujace nierownosci:

e8]

1
a) 0 < Je"‘"dx <; dlanz=2.
1

Wskazowka: Skorzysta¢ z nierownosci e > x" "1 dla x > 1.

1 1
b) 1——<Je"‘"dx<l+—dlan>l.
n n
0

Wskazowka: Skorzystac z faktu, ze 1 —x" < e™ ™", dla x€[0,1).

a0

¢) dex‘ < % dlaa > 0.

xn

a

Wskazowka: Skorzystac z twierdzenia o wartosci sredniej postaci: Jezeli f jest
malejaca na przedziale [a,b] i g jest calkowalna na [a,b], to istnieje ce[a,b]
takie, ze
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b c
[f(x)g(x)dx = f(a)- [ g (x)dx.

0

) 1
d) 0<fe_x dx < —.
2e

1
Wskazowka: Skorzysta¢ z nierownosci x> > 2x—1 dla x > 1

7 1 e
—,/1+x2d 1142
e) Jxe x<2(+4>.

Wskazowka: Zauwazy¢, ze

o0

xe VI dx <

J JV1+x? _[ J1+z3
NG
Nastepnie skorzystaé z nieréwnoéci 2’—z* <z*+1,dla z > 2, i obliczy¢ calke
( dz
! z/z—1
54. Wykazac, ze dla kaZdego a > 0 zachodzi rownosé

[t -me 09

jezeli obxe calki sg zbiezne.

55. Udowodni¢, ze dla p > 0 mamy:

d
a) Jf(x"+x"’)lnx—x=0, b) ff(xux*l')lnx dx2=
X 1+x
0 0

jezeli tylko catki s zbiezne.

56. Udowodni¢, ze:

' ) . nn+1

a) Jx”e"‘smxdx = n!2“"“)/2-sm—(—4—),
_ _ n(n+1

b) fx"e *cosxdx =n!2 ‘”“’/2-cos¥,

dla neN.
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d d .
57. Udowodni¢, ze catki J—)f oraz Jﬁ ([x] oznacza czgs¢ catkowita
X X
1

1
liczby x) sa rozbiezne, natomiast catka

[ee]

1 1
f (ﬁ_§>d"

jest zbiezna i jej warto$¢ jest rowna stalej Eulera y (por. zad. 55, rozdz. VI). Poda¢
interpretacje geometryczna tej calki.

1

58. Obliczy¢ catke f(l — [1]> dx.
X X

0
Wskazowka: Porownaj zad. 57.

59. Wykazac, ze

a0

s
v.p.J%dx =mncosar(a> 0,r > 0).
0
Czes¢ C

60. W zaleznosci od parametrow a, f €R zbadac zbieznos$¢ catki

9]

dx
x*|sin x|#

61. Niech f bedzie funkcja monotoniczna na przedziale [0, + o0) i taka, ze

istnieje | f(x)dx. Udowodni¢, ze wtedy
0
[ f(x)dx = lim h Y f(nh).
0 h=>0 5=
62. Wykazac, ze

t t?
lim (1-¢){ —+ ——5+..]=In2.
lefl—( t)<1+t+1+t2+ ) !

-X

Wskazowka. Skorzystac z zad. 61 przyjmujac f(x) =

l+e ™
63. Wykazac, ze

t 2t2 nt" n?
lim (1—t)?— + —— + .. ==
HH?—( )<1—t+1—t2+ M )
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-X

Wskazowka: Skorzysta¢ z zad. 61. Przyjaé f(x) = lxe o
—e
zad. 61).

(por. rozwiazanie

64. Pokazac, ze:

2) [ dx _1:3-5-.-2n=3) =
J ey (-2 tgnt
0

0

b) |e-e+ard gy — \/Tge‘z*/‘;(a > 0),

v
0
n/2

c) J Insinxdx = — gln 2 (calka Eulera),

s
d) ] —1_—x2dx= —E~ln2,
0
( xdx T
e) ] ——;—2‘;:—1—=§1n2,

/2
f) | Injsin’x—a?ldx = —nln2 (a® < 1).
0

65. Niech f: R, - R bedzie funkcja ciagla i taka, ze istnieje granica
f(o0) = lim f(x). Pokaza¢, ze

o0

- b
J JM dx = [f(O)—f (e0)]In_,

o
gdziea>01ib>0.

Uwaga. Calka po lewej stronie powyzszej rownosci nosi nazwe catki Froul-
laniego.

66. Zalozmy, ze f:R, — R jest funkcja ciagla i taka, ze dla kazdego 4 > 0

istnieje catka f@ dx. Pokaza¢, ze wtedy
A
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e}

Jf———d(“x) ;f ®) 4 = 10) 1n§.

0

Wskazowka: Dowod poprowadzi¢ analogicznie jak w zad. 65.

67. Obliczy¢ nastepujace calki:

—ax —bx —ax
- + dx
a) je ¢ dx, b) jlny—%'—,
b pt+gqge X
0] 0
arct —arctg bx cos ax —cos bx
9 j gax—arctghx ) @ j cosax—cosbx )
X X
0 0

Wskazowka: Skorzysta¢ z zad. 65 1 66.

68. Obliczy¢ catke postaci

—x2
e~ * cos2axdx,

O = 8

zwana catkq Laplace’a.

69. Obliczy¢ nastepujace calki (zwane rowniez cafkami Laplace’a):
cosax x sin ax
—d b) | ——-dx.
a)_[l—l-x2 x, )J1+x2 X
0 0

70. Wykazac, ze:

1

1_ 2,2
a) jli(___ax_)dx = —(arcsin a)?, gdzie |a| < 1,

x/14+x%
n/2
b) Jln (cos?x +m?sin*x)dx = mln

0

0

1
m , gdzie m > —1,

n/2
1+asinx dx
In(1 —asinx) sinx

©)

= marcsina, dla |a| < 1,
0
n/2

a) Jln(1+acosx) 1

o5 x dx = o E(arccos a)?, la| < 1,

0
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0 J’arctg(a tgx

1
=z-nln(l+a),dlaa> —1.
tgx 2

Wskazowka: Porownac rozwiazanie zad. 69.

71. Poda¢ przyktad funkcji f:[1, + o) - R, dla ktorej catka j f(x)dx

istnieje i jest skoficzona, natomiast lim f(x) # 0.

X = o0

72. Poda¢ przyklad funkcji f:R, —» R takiej, ze calka j S(x)dx jest

skonczona, ale funkcja ta jest nieograniczona na dowolnym przed21ale [a, ),
dla a > 0.



Rozpziar XIV

ZASTOSOWANIA RACHUNKU
CALKOWEGO

Czes¢ A
Obliczy¢ pola figur ograniczonych krzywymi o rownaniach:
Ly=x*ix=y~ 2. y=Inx,y=Inx.
3.y=x%y=x> 4. y=x3y=x"
5.y =x>—6x+10,y = 6x—x>. 6. x2+y* =82y =x"
x? x? 1 x?
7. 4yr=1,"——y* =1 8. y=—7s,y=—.
g Vb Y Yot T
9. x=0,x=y*(y—1). 10. (y—x)*> =x°,x =4.
1. (y—x—2)*=9x,x =0,y =0.
12. Obliczy¢ pole figury ograniczonej petla linii y* = x (x— 1)
13. Znalez¢ pole figury ograniczonej nastgpujacymi liniami zamknigtymi:
2) = (1-x7), b) »* = x*—x*,

¢) (y—arcsinx)® = x—x>.

14.

Obliczy¢ pole figury ograniczonej jednym tukiem cykloidy

x=a (t—sint), y = a(l —cost) i osig odcigtych.

15.

Obliczy¢ pole elipsy danej rownaniami parametrycznymi x = acost,

y = bsint.

16.

Obliczy¢ pole figury ograniczonej asteroida dana parametrycznie

X = acos’t, y = asin’t.

17.

Znalez¢ pole figury ograniczonej kardioida x = 2acost—acos2t,

y =2asint—asin2t.

18.

Obliczy¢ pola nastepujacych petli danych parametrycznie:

a) x =33,y =3t—13, by x=t>—1,y=13—1.
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19. Obliczy¢ pole ewoluty elipsy danej parametrycznie
2 2
x= c_2c033t, y= %Sin%, gdzie ¢? = a®>—b2.
a

20. Obliczy¢ pole figury danej parametrycznie:
asin’t

x=acost,y=2+sint.

Obliczy¢ pola nastepujacych figur ograniczonych krzywymi zadanymi we
wspotrzednych biegunowych:

21. r = acos ¢ +b (b < a) (Slimak).
22. r? = 2a®cos ¢.
23. r = asin 3¢ (trojlistnik).

1 1
4. r=—,r=—-—.

10 sin ¢

. T

25. r=atgo(a > 0)iprosta ¢ = 1

26. r = 3+cosdp, r = 2—cos 4.

27. Obliczy¢ pole figury ograniczonej we wspotrzednych biegunowych
dwoma krzywymi o rownaniach

r=2+cos2¢ ir=2+sinq.
28. Znalez¢ pole figury ograniczonej lemniskata Bernoulliego
(x?+y?)? = a*(x*—y?).

29. Obliczy¢ pole figury ograniczonej lemniskata Bernoulliego i lezacej
wewnatrz okregu x?+ y? = a?/2.

30. Znalez¢ pole figury ograniczonej linia (x2+ y?)? —a?x?—b2y? = 0.
31. Znalez¢ pole figury ograniczonej linig (x? + y?)> = 4a’xy (x* — y2).

Obliczy¢ dlugosci nastgpujacych krzywych plaskich danych ponizszymi
funkcjami:

32. y = Inx przy czym xe[\/g, \/g]

1
33. y =In(1—x?), gdzie xel:O, Ejl

X

1
Moy= ",
e —1

gdzie xe[a,b].

35. Znalez¢ dtugosc linii danej wzorem
y=./x—x? +arcsin\/;.
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36. Znalez¢ dlugosc czesci traktrysy danej parametrycznie

t .
X = a<c05t+lntg 5), y =asint,

od punktu (0,a) do punktu (x, ).

37. Obliczy¢ dlugos¢ ewoluty okregu
x = R(cost+tsint), y = R(sint—tcost)
odt; =0dot,=m.
38. Obliczy¢ dtugos¢ petli danej parametrycznie
[3
2

x=t,y=t——.
y 3

39. Znalez¢ dtugosc krzywej
x = (t*—2)sint+2tcost, y = (2—t*)cost+2tsint,
od punktu t;, =0do ¢, =
40. Obliczy¢ dtugosé spirali hiperbolicznej danej we wspotrzednych biegu-
1 3
nowych wzorem r = —, przy czym kat zmienia si¢ od ¢, = 1 do o, = 3
¢
41. Obliczy¢ diugos¢ kardioidy r = a(1 +cos @).

42. Wyznaczy¢ dhugo$¢ linii r = asin? ?

43. Obliczy¢ objetos¢ stozka kotowego o wysokosci h i promieniu pod-
stawy r.

44. Obliczy¢ objetosé bryty powstalej z obrotu krzywej danej roOwnaniami
parametrycznymi x = asin’t, y = bcos’t, dla te[0, 2] i obracajacej si¢:
a) dookota osi Ox, b) dookota osi Oy.

45. Obliczy¢ objetos¢ bryly, ktora powstaje z obrotu petli danej paramet-
rycznie

x=2—1t%y=4—1t
i obracajacej sig:

a) dookota osi Ox, b) dookota osi Oy.

46. Obliczy¢ objetos¢ bryty powstalej z obrotu krzywej y = x?e”*" dookota
jej asymptoty.

47. Obliczy¢ objetos¢ bryly powstatej z obrotu czesci hiperboli x* —y?* = a?
ograniczonej prosta x = a+ h dookota osi Ox.

48. Obliczy¢ objetos¢ bryt powstalych z obrotu nastepujacych krzywych
dookota osi Ox:
a) x2+y? = a’x?%, b) x*+y* = x>
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Wskazowka: Wyznaczy¢ y? z kazdego z rownan jako funkcje zmiennej x.

49. Obliczy¢ objetos¢ bryly, ktéra powstaje z obrotu krzywej y = T
X
dookota jej asymptoty.

50. Obliczy¢ pole powierzchni powstalej z obrotu asteroidy x = acos’t,
y = asin’t dookota osi Ox.

S1. Obliczy¢ pole powierzchni bryly powstalej z obrotu tuku cykloidy
X = a(t—sint), y = a(1 —cost) dookota osi Ox.

52. Obliczy¢ pole powierzchni bryly powstalej z obrotu krzywej y = x \/g ,
a
gdzie x [0, a], dookota osi Ox.

53. Obliczy¢ pole powierzchni powstalej z obrotu krzywej y = tg x, gdzie

xe[O, g:l, dookota osi Ox.

54. Obliczy¢ objetosc bryly powstalej z obrotu krzywej danej parametrycz-
nie x = e'sint, y = e'cost dookola osi Ox, gdzie te |:0, g]

Obliczy¢ dtugosci nastgpujacych krzywych:

55. y= ﬁ, gdzie xe[0,1].

56. y = 1—In(cos x) dla xe[O,‘l—‘n]

1
2
Wskazowka: Obliczy¢ catke wzgledem zmiennej y.

1
57. x =Zy2— Iny dla ye[1,e].

58. y* = px? przy czym ye[0,y,] i y,eR,.

59. Danej parametrycznie: x = acos’t, y = asin’t.

2 2 2
60. x3+y3 = a3 (asteroida).

Wskazowka: Skorzystaé z przedstawienia parametrycznego (por. zad. 16).

61. Danej parametrycznie:
X =a(t—sint), y = a(l —cost),
gdzie t€[0, 2x].
62. Zwoju spirali Archimedesa r = ag, gdzie ¢ [0, 2n].
63. Spirali logarytmicznej
r=ae™, pelp,, 0]
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64. Napisa¢ wzor na dlugosc¢ elipsy

X2 y2

+F=1.

65. Wyznaczy¢ pole zawarte migdzy parabolami y* = 2px i x> = 2.

66. Znalez¢ pole czesci wspolnej wnetrza kota x?+ y? = 4px i paraboli
y* = 2px.

67. Obliczy¢ objetos¢ bryly powstalej z obrotu cysoidy (2a—x)y* = x?
dookota osi Ox, gdzie xe[0,b] oraz b < a.

68. Obliczy¢ objetos¢ bryly powstalej z obrotu krzywej y = e *,/sinx
dookota osi Ox, dla xe[0, + o).

69. Obliczy¢ objetos¢ bryly powstalej z obrotu krzywej danej parametrycz-
nie x = a(t—sint), y = a(l —cost) (cykloidy) dookota prostej x = an.
70. Obiiczy¢ nastgpujace granice:

n

n!

a) lim R
n>o N
1 2 2n—1
b) Im (=S +—=+.. ,
)nl—>oo<n2 n2+ + n? >
. ®f . ma . 2ma . (n—1)
¢) lim —| sin— +sin— + ... + sin ma ),
n—-w N n n n

d) tim (" .
St T2 T T )

2 2 2
€e) lim( + +-~+——),
n= o \/4n2—1 \/4n2—22 J4n?* —n?
\/(n+1)(n+2)...2n

f) lim »

n— oo

n" ’
. 1™ 4+2"+ ... +n"
g) lim T .

n— oo

71. Przypusémy, ze pod dzialaniem pewnej sity F punkt materialny
P porusza si¢ po osi Ox, przy czym kierunek dziatania sity pokrywa si¢
z kierunkiem ruchu punktu oraz sita F zmienia si¢ w sposob ciagly w zalez-
nosci od potozenia punktu P, tzn. F =f(x), gdzie f jest funkcja ciagla.
Znalez¢ prace, jaka wykona sita F przy przesunigciu punktu P od punktu 4 (a)
do punktu B(b).

72. Obliczy¢é prace jaka trzeba wykonaé, aby wyczerpa¢ wode napet-
niajaca zbiornik w ksztalcie walca o wysokosci h = 5 m i promieniu podstawy
r=3m.
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73. Ladunek elektryczny E dziala sita cef/x? na tadunek e znajdujacy sie
w odleglosci x, gdzie ¢ oznacza staly wspolczynnik. Przypusémy, ze skutkiem
tego dzialania jest przesuniecie ladunku e po linii prostej przechodzacej przez
punkt o tadunku E z odleglosci a do odlegtosci b (b > a). Obliczy¢ wykonana
prace przy przesunieciu.

74. Naczynie ma ksztait paraboloidy obrotowej o promieniu podstawy
R =2 mi glebokosci H = 4 m. Ciezar wlasciwy ptynu napetniajacego naczynie
wynosi 0,8 G/cm?®. Znalezé prace jaka trzeba wykona¢, aby wyczerpa¢ ptyn
Z naczynia.

75. Zbiornik ma ksztalt stozka scietego o diugosciach promieni podstaw:
dolnej r, gornej R i wysokosci h. Obliczy¢ prace potrzebna na wypompowanie
cieczy z pelnego naczynia. Cigzar wiasciwy cieczy jest rowny y.

76. Obliczy¢ sile nacisku wody na pionowa $cianke trojkata o podstawie 10
cm i wysokosci 4 cm zanurzona w wodzie w taki sposob, ze podstawa jest
rownolegta do swobodnej powierzchni wody, a przeciwlegty wierzcholek pod-
stawy znajduje si¢ na powierzchni wody.

77. Obliczy¢ site nacisku wody na pionowa S$cianke w ksztalcie seg-
mentu parabolicznego o wymiarach (w metrach) i potozeniu podanym na
rys. 3.

!
+—L -
0 1T x X
Rys. 3

78. Obliczy¢ sile nacisku wody na pionowa scianke w ksztatcie trapezu
rownoramiennego o wymiarach i polozeniu podanym na rys. 4.
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Czes¢ B
79. Obliczy¢ sume

1{0)=3()+36) =5 )

b
80. Wykazac, ze jezelif (x) # 0 dlaxe[a,b]i | f(x)dx = 0, to istnieja liczby
a;,b, €[a,b] takie, ze f(a,;) f(b;) <O.

81. Pokazac, z¢ jezeli
€1, G Cn-1 Cn
ot 2+ 2+ +2L+ =0,
T2 3 n n+1
gdzie cq, ..., ¢, sa liczbami rzeczywistymi, to rownanie
CotCy X+ o +Cy X" T4, x"=0
ma co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty miedzy O a 1.

82. Udowodni¢ nastepujace tozsamosci:
n/2

1
1
a) Jamtgxdx=— J—.Ldt
X 2 | sint
0

0

1
Wskazoéwka: Podstawi¢ x = tgit,

n n

dp
b 2_ "do =

gdzie nelN i xe(1, + o0).

2n

n

¢) [ @lacos0+bsin0)d0 =2 [ ¢(/a*+b*cos 1) d4,
0 0

gdzie ¢ (u) jest funkcja ciagla dla |u| < \/a®+b?.

2 3
d) [g(sin2u)cosudu = | g(cos’v)cosvdv,
0 0

gdzie g jest funkcja ciagla na przedziale [0, 1].
83. Obliczy¢ nastgpujace granice:

. 142"+ . +n™ 1
a) lim n — ,

n— o n'”“ m+1
1 1 1
b) imn{ln2—|{——+——+ ..+ .
n- o n+1 n+2 n+n

Wskazowka: Skorzystac z zad. 261, rozdz. XIIL.
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84. Obliczy¢ dlugos¢ slimaka Pascala danego we wspotrzednych bieguno-
wych rOwnaniem r = acos ¢ +b.

85. Obliczy¢ dlugos¢ jednego tuku epicykloidy

x=al(n+1)cost+cos(n+1)t],

y=al[(n+ )sint—sin(n—1)¢].

86. Udowodni¢, ze dlugos¢ jednego tuku hipocykloidy
x=al[(n—1)cost+cos(n—1)t],
y=al[(n—1)sint—sin(n—1)t]

. , n—1
jest rowna 8a .
n

Wskazowka: Skorzysta¢ z wyniku z zad. 85.
87. Obliczy¢ pole elipsy
Ax*+2Bxy+Cy?* = 1,
gdzie AC—B* >0, C > 0.
Wskazowka: Wyznaczy¢ funkcje y(x) z rOwnania elipsy.
88. Obliczy¢ pole petli Kartezjusza
y3+x3 = 3axy.
Wskazowka: Wprowadzi¢ wspoirzedne biegunowe.

89. Dowies¢, ze pole S trapezu krzywoliniowego ograniczonego osia Ox,
prostymi x = a,x = bikrzywa y = Ax>+ Bx*+ Cx+ D mozna okresli¢ wzorem

1

S= g(b_a)()ﬁ +y2+ 3

gdzie y,, y,, y; sa wartosciami y dla
at+b b—a 1 a+b a+b+b—a 1
X, = - . , Xy = , X3 = . .
! 2 2 \/5 2 2 3 2 2 ﬁ

90. Obliczy¢ pole ograniczone krzywa y = Ax>+ Bx*+ Cx>+Dx2+ Ex+F

1 prostymi x =a,x =b,y =0.

91. Obliczy¢ pole bryly powstalej z obrotu krzywej x = a(t—sint),
y = a(l —cost) dookota osi Ox, gdzie t[0,2n].

92. Obliczy¢ pole ograniczone krzywa x*+ y* = x2 + y2.
93. Obliczy¢ pole ograniczone lemniskata (x> + y2)? = 2a2xy.
94. Obliczy¢ pole spodkowej elipsy (x* + y?)? = a?x? 4+ b?y>.

Obliczy¢ pole ograniczone krzywymi przedstawionymi we wspotrzednych
biegunowych: :

95. r = acos’p.
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in 3
96. r = azs—l,r—l—(p, gdzie goe<0,E>.

sin @ 3
. 14

97. Elipsa r = m, przy czym e < 1, 9 [0, ¢,].
98. Hiperbola r = ml_)coT(p’ gdzie e > 1, 9 €[0,¢,] oraz ecos o, > — 1.
99. Obliczy¢ pole elipsoidy powstalej przez obrot dookota osi Ox elipsy
X2 y2
;3+ﬁ=l,gdya>b
100. Obliczy¢ pole powierzchni bryly powstatej z obrotu hiperboli

2 2
Crl
a> b?

wokot osi Ox, dla ye[—4,4].

101. Prosty stozek kotowy jest przecigty na 2 czeSci plaszczyzna prze-
chodzaca przez $rodek podstawy i rownolegta do tworzacej. Znalez¢ objetosc
czesei stozka uwzgledniajac, ze przecigcia stozka ptaszczyznami rownolegtymido
tworzacej sa odcinkami paraboli.

102. Obliczy¢ objetosé figury powstalej z obrotu krzywe;j

(2 + ) = (P~ )
dookota osi Ox.

103. Obliczy¢ pole powierzchni otrzymanej przez obrét dookofa osi Ox
krzywej y = sinx, gdzie xe[0,n].
104. Obliczy¢ pole powierzchni bryty powstatej z obrotu asteroidy
X203 4 y213 = g3
dookota osi Ox.
Wskazowka: Skorzysta¢ z parametrycznego przedstawienia asteroidy.

105. Obliczy¢ pole powierzchni bryly powstalej przez obrot kardioidy
r = a(1 +cos ¢) dookota osi biegunowej, dla ¢ € [0, n].
Wskazowka: Skorzystac ze wzoru

B
P =2n{r(p)sing/[r'(@)) +[r(9)]* do.

a

106. Obliczy¢ pole powierzchni bryly powstalej z obrotu krzywej
r? = a*cos 2¢ dookola osi biegunowej.

107. Znalez¢ prace, jaka nalezy wykonaé na przezwyciezenie sily cigzkosci,
aby podnies¢ mase m z powierzchni Ziemi na wysokos¢ h, jezeli sila przyciagania

ziemskiego w odleglosci x od srodka Ziemi wynosi F = fng_z’ gdzie R oznacza
X
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promien Ziemi. Jaka predkos$¢ nalezy nada¢ cialu, aby rzucone z powierzchni
Ziemi pionowo nie wrocito na Ziemi¢? Opor powietrza pomijamy.

108. Obliczy¢ parcie cieczy na plytke w ksztalcie rombu o dtugosci boku
1 . . . .
a i kacie ostrym 3" zanurzong pionowo w cieczy tak, ze jeden z jego wierz-

chotkéw przy kacie ostrym dotyka powierzchni cieczy, a przekatna rom-
bu wychodzaca z tego wierzchotka jest ustawiona pionowo. Cigzar wlasciwy
cieczy — 7.

109. Puszke walcowa o przekroju eliptycznym o dtugosciach osi a i b na-
petniono do potowy ciecza o cigzarze wlasciwym 7 i nastepnie po hermetycznym
zamKnigciu z gory polozono pionowo w ten sposob, ze 0§ elipsy a i 0$ walca s
poziome, a 0§ b pionowa. Obliczy¢ parcie cieczy na plaska cianke puszki.

Uwaga: Roznorodne zastosowania rachunku catkowego mozna znalez¢ w niektorych zadaniach
zamieszczonych w Dodatku. Zadania 47-59 dotycza zastosowan w ekonomii, zadania 71 oraz 76—80
nawigzuja do zastosowan w chemii, biologii, fizjologii i psychologii, natomiast zastosowan w fizyce
zadania 104—-114.

Czesé¢ C

110. Obliczy¢ objetos¢ bryly powstalej z obrotu krzywej
r = a(l+cos )
dookota osi biegunowej, gdzie ¢ [0, rt].

Wskazowka: Skorzysta¢ z nastepujacego wzoru na objeto$¢ figury powstalej
z obrotu dookota osi biegunowej krzywej danej réwnaniem r = r(¢), gdzie
@ela,f] oraz a = 0:

2 B
V= ;jr3((p)sin(pd(p.

111. Obliczy¢ objetos¢ bryty powstatej z obrotu krzywej r = a¢ (a > 0)
dookota osi biegunowej dla ¢ € [0, ].

Wskazowka: Skorzysta¢ ze wzoru ze wskazowki do zad. 110.
112. Niech ¢ bedzie funkcja catkowalna na przedziale [0, 1] oraz niech

J/ bedzie funkcja wypukta na pewnym przedziale otwartym zawierajacym zbior

@([0,1]) i taka, ze foe¢ jest calkowalna na przedziale [0,1]. Pokaza¢, 7e
zachodzi nieréwnosé

f<f<p(X)dx> < If((p(X))dx,
0 0

zwana nierownosciq Jensena dla calki.
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n/4

113. Udowodnic, ze jezeli f(n) = j tg"x dx dla nel, to wtedy sa praw-

dziwe nastgpujace nierownosci i rownosc1
a) fn+1) <f(nydlaneMin>1,

b) f(n)+f(n—2)=Ldla neNin>2,
n+1
1
) L<2f(n)<—d1a neNin>2.
n+1 n—1

114. Niech f bedzie funkcja dodatnia 1 ciagla na [0, 1]; oznaczmy
1

I, = [ (f(x))"dx dla neN.
0

Pokazac, ze
If_ <I1I dlan> 1.

n‘n—2
115. Niech [ bedzie funkcja rzeczywista rozniczkowalna w sposob ciagly
1
na [a,b]. Niech f(a)=f(b)=0 oraz [f*x)dx =1. Wykaza¢ nastgpujace
0

zaleznosci:
b
1
@) [ xf(9f (dx = — 3.
b

b
b) [(f'(x))%dx- j X2f2(x)dx =

-hl'—‘

116. Dowies¢, ze jezeli funkcja f jest ciagla i dodatnia na przedziale [a, b]
i M jest kresem gornym tej funkcji, to zachodzi rownos¢

lim n/ [(f(x)y'dx = M

117. Obliczy¢ pole ograniczone krzywa x*+y* = ax?y.
Wskazowka: Przedstawi¢ krzywa w postaci parametrycznej, wprowadzajac
nowa zmienng t za pomoca Wzoru y = tXx.

118. Obliczy¢ objetosé bryly powstalej z obrotu asteroidy x*/3 + y?/* = a*/3
dookota osi Ox.

Wskazowka: Obliczy¢ y(x) z rOwnania asteroidy.

119. W prostym walcu kotowym (szklance) o promieniu r znajduje si¢ woda.
O$ walca jest nachylona do horyzontu pod katem o. Czg¢s¢ dna pokryta woda jest
odcinkiem o kacie srodkowym 2¢. Znalez¢ objetos¢ wody.
b
Wskazowka: Skorzysta¢ ze wzoru na objetosc v = jP(x) dx, gdzie P(x) jest

a

polem przekroju odpowiadajacego odcigtej x.
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120. Niech ¢, ¥ beda funkcjami nieujemnymi i calkowalnymi na przedziale
[0,1] oraz takimi, ze ¢ (x)y(x) > 1 dla xe[0,1]. Udowodni¢, ze
1 1

I<P(x)dx§¢(x)dx > 1
Y 0

121. Wykazac¢, ze dla dowolnego neN rownanie

"X sin L2 + 2 + ..+ 2
0S nx = e S
cos'x 2"g\1 2 n

ma pierwiastek w przedziale [O, g:l

122. Wykazac, ze w przedziale [0, 1] istnieje pierwiastek roOwnania

In(1+x) 1

———~=-nln2.

1+x2 g "

123. Udowodni¢, ze liczba e jest przestgpna (tzn. nie jest pierwiastkiem
zadnego wielomianu o wspoliczynnikach catkowitych).

124. Niech x>0, y>0,p>1,p = Ll Pokaza¢, ze wtedy jest praw-

dziwa nierownos¢
xy < axP+by?" dla dowolnych a,beR.

Wskazowka: Skorzystac z zad. 254, rozdz. XIIL.
125. Udowodni¢ nierownosé
ab<alna—a+eé®

dla a,beR,.

Wskazowka: Skorzystac z zad. 254, rozdz. XIL

126. Wykaza¢, ze zachodzi nierdwnosé
1

\ J1—x? 1
Sr(2-1) < |V dx <
21t(\/5 1) J Ty dx ks

0

127. Udowodni¢ nierownosé
n/2

2
— x2gin2 . n — x2
e s gintdt < —(1—e ™).
J‘ \8x2( )
0

128. Udowodni¢ nastepujace nierownosci:

a) U(———)cosatdt
sin ¢
R 1
b) e*—1 <J e +e ' dt <\/;ex—1)<ex—§)
0

dla x e (0, + o0).

1 1
<——~dla x € (0, m),
sin x
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129. Niech f,(x) bedzie funkcja catkowalng dla x > 0 oraz
fix)=[fo_1dt dlan=1,2,..
0
Pokazaé, ze zachodzi nierowno$¢
nfpy1(X) < xf(x).

130. Wykaza¢, ze jest prawdziwe oszacowanie

e @n—3) 1
Je TR
0
dlan=1,2,..
131. Udowodni¢, ze:

x+1
a) jezeli f(x) = [ sin¢?dt, to dla x > 0 zachodzi nieréwnos¢

1
6l < s

X

x+1
b) jezeli f(x) = [ sine'dt, to dla x > 0 zachodzi nierowno$¢

elfl <2

132. Niech a,b beda liczbami dodatnimi i niech f bedzie funkcja rzeczy-
wista taka, ze f(0)=0, f(@=b, f(x) >0 1 f"(x) >0 na przedziale [0,a].
Pokaza¢, ze wtedy zachodzi nieréwnosé¢

2 }f(x)(l + [ (x)1?)!%dx < b(a®+ b)Y

133. Udowodni¢, ze jezeli a,beR,, f(x) = 0, (xf(x)) = 0 dla xe[a,b], to
wtedy zachodzi nierownos¢

} Sf(x)cos(In x)dx| < 2bf(b).

134. Niech g bedzie funkcja monotoniczng na [a,b]. Poka-
za¢, ze wtedy zachodzi nierowno$é

b
Jg(x)cosxdx| <2 (lg(a)—g (B)l+1g (b)).

135. Wykazac, ze jezeli 0 < y < x, to wtedy zachodzi nastgpujaca nie-
réwnos¢:
x+ —
Yo X7V
2 Inx—Iny

136. (Zadanie J. Bernoulliego) Wykazac, ze dlugos¢ L elipsy o potosiach
ai b spelnia niero6wnosé

n(a+b) < L< nﬁ«/a2+b2.



Rozpziar XV

SZEREGI LICZBOWE

Czesé A

Wykaza¢, ze nastepujace szeregi sa zbiezne oraz wyznaczy¢ ich sumy:

© 1 ® 1
1. . 2. —_—
Zoneit D) 2 @)@
i 1 i 1
3. — 4. .
,,; Bn—2)(3n+1) ,,; n(n+3)
o] 1 e} 3n+2n
5. e 6.
"; n(n+1)(n+2) n; 6"
S n o 2n+1
T 2 G Pt b 2 P
2 2n—1
9.
ngl 2n
1
=3
Wskazowka: Pomnozy¢ kazdy wyraz przez
1=
2

n2

10. ,Z"‘l (m+1)(n+2)(n+3)(n+4)

Postugujac si¢ warunkiem koniecznym zbieznosci szeregu pokazaé, ze
nastgpujace szeregi sa rozbiezne:

! 12. Y 200,

11. .
n§=:1 W n=1
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13. Z cos(mnl) 14. in(\/n2+l—\/n2—l).

n=1 n=1

Stosujac kryterium poréwnawcze zbadac zbiezno$¢ nastepujacych szeregow
liczbowych:

15. —— .
n§1 / \/(VIT )

17. ./n+ f
18. Zl %(\/n2+n\/_ —\/n2~nﬁ).

© 1 1
9.y 20. Z —ln<1+ >

16. Z sml.

n=2 100 =1 N
51 i 1 ” i n3+1
"2, nlnn’ ) n?
o 1 1 © 2 2
23.Z—ln< ”+>. 24.2\/"+\[ —r=yn
n=1 n ﬁ n=1 I’l
5.y O 2. Y Lo
. —. . —e
n= n n=11
27 i sin1 28 i t 2!
¢ L sin » g
z 1 1 il 1 1
29. — sin —. 30. $ —cos — |.
”;1 s ';1 <cosnle cos n)
31 i sin| t ! 32 i co 1—i—s'n1
. in{tg—). . s— +sin— |.
n=1 gn n=1 bn n
30y gl 4. Y !
. g—" .
n=1 4 =1 3/nn+1)(n+2)(n+3)
* sinx" Z (1 n+1
5. . . ——1 .
3 ngl nZ 36 n§1<n ! n >
Stosujac kryterium d’Alemberta zbada¢ zbieznos¢ nastgpujacych szeregow:
3.y Y 38 3 nh?
' n=1 n! . n=1(2n)'
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© pl (n!)?
X —. 40. 5.
» n§1 n" n;1 2"
© 2 (2n)
41. . 42. —
,,;1 2" 43" ,,; (n!)%e
@ 1

43. ng‘z 2"In(n!)

je o n '

4. > g’;:lé, gdzie a stala dodatnia i a # e.

n=1

Korzystajac z kryterium Cauchy’ego rozstrzygnaé, ktore z podanych nizej
szeregow sa zbiezne:

e €]

e} 2
45. Y (arctg(n®*+ 1) 46. ) —~n—n
n=1 n=1 <2+ l)
n
o nn+ 1/n o) 1
47. Y ——. 48 Y ——
,,;1 <2n+ 1)” ,,g‘l In"(n +'1)
n
()
0 n n o0 n
49. . 0. -_—
? ngl <2n+ 1) > ngl 3"
9 n n2 o (n!)n
51. 2", 2. —.
ngl <n+ 1) 5 ngl nn

53. Zbadac zbieznos¢ szeregu postaci
d 1

k=0 QA+

wiedzac, ze wyrazy aq, dla k = 0,1,2,... sa wyrazami postgpu arytmetycznego
(a, #0dla k=0,1,2,..).

Wskazoéwka. Skorzystac z zad. 39, rozdz. 1.

a0
54. Udowodni¢ zbiezno$¢ szeregu ) 207 V"7" stosujac kryterium Cau-
n=1

chy’ego. Pokazac tez, ze szereg ten nie reaguje na kryterium d’Alemberta.

Stosujac kryterium catkowe zbadac zbiezno$¢ szeregow:

55. Z l‘“ ,8>0,s = const.
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1
. 7. - -
ynlnn- lnlnn 5 Z L (n+1)In*(n+1)

: n+1
8. ,,Z‘znlnn' . z\/_ (n—l)’

Zbadac¢ zbiezno$¢ nastgpujacych szeregdw naprzemiennych:

562

60. i (—1y

n=1 3n+1 n=1 n n 2

62. 3 (—1)"51“ . 63. Yy (—1p Y1 _Jn

n=1 n=1 +100
a0 (_l)n a0 (_l)n
4. . . — .
o L nin Ly
e o) (_])n e8]

66.

1
- 67. > 1—-cosnn2.

) 2
n=1</ﬁ n=2nn

<2n+100>". oL, © ln”’onSi (2n+1)n.

155

Rozstrzygnaé, ktore z podanych nizej szeregbw sa zbiezne warunkowo,

a ktore bezwzglednie:

68. (_1)" 1

n=1 n=1

69 Z (__])n 1

pf—l/n .

70. 1n[1+(“1)"} noy (T

n=2 n=1 2"
o0 (_l)n o0 (_l)n
72. I — 73. .
nma [n+ (=117 n§1 "\2/;1
Sll’lE
0 4 © (__1)[lnn]
74. Z _. 75. Z —
=1n"+sinE "=l "

76. Z sinn®.

n=1

Wskazowka: Pokazaé, ze nie jest prawda, ze lim sinn? = 0.

n— oo
77. Pokazac, ze

© 2n+1

2

n=1 nZ(n+1) -
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[e o)

78. Pokaza¢, ze suma szeregu Y — jest nie wigksza od 2.
n

n=1

Wskazowka: Skorzysta¢ z zad. 34, rozdz. 1.

79. Zbadac zbieinoéc’ nastepujacych szeregow:

n=1

1
a) Z 1+1/n’ b) Z < 1 n°
"lp 1+—>

0

o 1
Y T d > — gdzie oeR .

"=l p26in- "=1 posin —
n n

—

80. Udowodnic¢, ze
i 1 1
X anriy <a
81. Obliczy¢ sume szeregu

0

n—1

n=2 n!

82. Wykazaé Ze istnieje granica:
lim ( n).
=0 \k=1 \/_

Czesc B

Zbadac zbieznos¢ szeregow:

n=1\,

84. i sin[é(\/n2+ﬁ/n2+l —\/nz—«/n2+1):|.
n=1
Z Inn

85. ngz Z? 6 Z (lnnlnn

& Inn\" > 2n+1
87. 1——. 8. 1 —-1].
n§1< ) 8 Z (nnzn_l )
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o1 Z 24— 1))
89. —. 90. .
nzl 2\/; ngl 4”
© 1-3-.-2n—1) 1 (=1t
91. . . 92. _ .
,,; 2-4-.2n  2n+1 S (=1t

o0

93. Pokazad, ze jezeli ) a, jest szeregiem zbieznym o wyrazach dodat-
n=1
nich i takim, ze ciag {a,} jest malejacy, to lim na, = 0.

n— o

94. Zbadac zbieznos¢ szeregu

V2H2-2 +/ 2=/ 2+ )2 +\/2—~/2+\/ﬁ\/—7+

Wskazowka: Przyjac, ze ﬁ = 2005-2—.

95. Zbada¢ zbiezno$¢ szeregu

Y In <n— ), gdzie o > 0.
n=1

o
n+1

96. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu
© 1

)

—.
J—in+lIn‘n

97. Udowodnic, ze jezeli ciag {a,} o wyrazach dodatnich jest ograniczony,

o0

to szereg » —- jest rozbiezny. Wykorzysta¢ to twierdzenie do pokazania, ze

n=1 n

a0
szereg Y.

jest rozbiezny.
n=1ny/n

o0

98. Pokazacé, ze jezeli szereg Y a, o wyrazach dodatnich jest zbiezny,

n=1
00

to szereg » ap tez jest zbiezny.

n=1

99, Pokazaé na przykladzie, ze twierdzenie z poprzedniego zadania nie
bedzie prawdziwe, jezeli opuscimy zatozenie o dodatniosci wyrazow a,,.

Zbadac zbieznos¢ bezwzgledna szeregdw:

[e 6] 0 1
100, Y (=1t 101 Y (—1pt =

el n+lIn’n’ w1 3/n*
© 1— ©
102 Y (—1)"°°SV"+n 0s\/m o3, S (—tp—1]—

e
n=1 n=1 n+2
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104. Y 1 105 f[(_l)"+(_1)"+l]
TS sin(n+ 1) +sinn’ CLe n /n+1 |

106. Pokazac, ze jezeli szeregi ). a, Y b, sa zbiezne i jeden z nich jest

n=1 n=1
e o)

zbiezny bezwzglednie, to szereg Y, a,b, jest zbiezny bezwzglednie.

n=1

107. Zbadac¢ zbiezno$¢ szeregu:
1 1 N 1 1 N
V2-1 241 S3-1 341 T

108. Wykazac, ze jezeli a} jest zbiezny, to jest zbiezny szereg &.
J

n=1 n=1

109. Niech u, >0 i lim ) wu, = co. Zbada¢ zbieznos¢ nastepujacych

nTo k=

szeregow:
X u e u
a ., b —,
) ngl 1+un ) ngl 1—i_nun
> u > u
c T, d —r
) ,,gl 1+u,n? ) ,,;1 1+u;

Czeéc C

110. Zbadac¢ zbieznos¢ szeregu

1 )
Y. s, gdzie peN, p > 2, p = const.
14

n=1

00

111. Wykazac, ze szereg o wyrazach dodatnich ) u, jest zbiezny, jezeli
n=1

. Inu . R | 7
limsup——" < —1 i rozbiezny, jezeli liminf —"
n- o nn n— oo nn

> —1.

112. Szereg ) u, jest zbiezny, u, > 0. Wykazaé, 7e

n=1

Uy +2uy+ ... +nu, _

lim 0

n— n

i ponadto

i ug+2uy + .. +nu,
n=1 n(n+1) B

o0
Z u,

n=1
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113. Niech a, > 0 i niech szereg Y a, bedzie zbiezny. Podstawmy

n=1

o0

. a, . .
a) wykazac, ze szereg ) — jest rozbiezny,

n=1"n
)
. T . a,
b) zbadac zbieznosc¢ szeregu postaci ) —= .
n=1 \/ r,,

o0
114. Pokazac, ze jezeli dla szeregu ) u, zachodzi nierownosc¢

n=1
. u,
lim n —1)=r,
n— o Uyt

gdzie r > 1, to szereg ten jest zbiezny; jezeli

lim n< Un —1><1
noo \Upyiy

to szereg ten jest rozbiezny.

115. Udowodni¢, ze jezeli vy,v,,..,0,,... jest dowolnym ciagiem liczb
dodatnich takich, ze szereg Y — jest rozbiezny, i nastgpnie dla szeregu Y u,
n=1"%n n=1

bedzie utworzony ciag

A

n= Uy “Upt s

u

n—1

to wtedy szereg ) u, jest rozbiezny, jezeli lim 4", <O, i zbiezny jezeli

n=1 n= o

lim &, > 0.

n— oo

a0
116. Zbadac¢ zbiezno$¢ szeregu Y. u,, jezeli u; = 1 oraz

n=1
3 (=1
=3t

un+1
u

n

117. Udowodni¢, ze dla kazdego szeregu zbieznego o sktadnikach dodat-
nich ) u, istnieje szereg zbiezny o skladnikach dodatnich ) v, taki, ze
n=1 n=1
.
lim = = co.

n—oo U,
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0

118. Pokaza¢, Ze dla dowolnego szeregu rozbieznego ), u, istnieje szereg

n=1
rozbiezny Y v, taki, ze
n=1
v
lim - =0.
n—o Uy,

119. Udowodni¢, ze jezeli u, jest ciagiem takim, ze u,>0 i §, =
=u,+u,+ .. +u, (n=1,2,.)oraz ¢ > 0, to szereg
e8] u”
ngl Sl} e
jest zbiezny.

120. Wykazac¢ twierdzenie Diniego: Jezeli szereg Y u, jest rozbiezny
n=1
iu,>0dlan=12,.., to szereg

u

n

W=yt uy o )ttt

jest zbiezny dla ¢ > 0 oraz rozbiezny dla ¢ < 0.

o

5 1

n=1 < 1 1>1+Q’
nll14+=+4+.. +-
2 n

gdzie g eR.

121. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu

122. Zbadac¢ zbieznos$¢ szeregu

d 1
,,;1 n(lnn)'*e’
gdzie g eR.

0

123. Dowies¢, ze jezeli {a,},.n jest ciagiem roznych liczb naturalnych,
ktorych rozwinigcia dziesigtne nie zawieraja cyfry 0, to

124. Niech a, > 0 dla ne N. Pokazac, ze

o0 0
Y (a,ay..a)'"<e) a,
n=1 n=1

125. Obliczy¢ sume szeregu

| n+2k
Z |:2k+1jl
k=0

przy dowolnie ustalonym ne N,
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128. Wykazaé, ze jezeli szereg
> —a—:, gdzie ¢ > 0
n

n=1

jest zbiezny, to

. a;+a,+ .. +a
lim L —2 " " m_,

o
n-— o n

127. Zbada¢ zbiezno$¢ szeregu

X 1 n n

128. Udowodnic twierdzenie Riemanna: Z. kazdego szeregu o skladnikach
rzeczywistych, zbieznego warunkowo, mozna, zmieniajac jedynie porzadek jego
skladnikow, otrzymaé szereg, ktorego suma jest dowolna liczba rzeczywista
z gbry zadana, skonczona lub nieskonczona.



Rozpziar X VI

CIAGI I SZEREGI FUNKCYJNE

Zatozmy, 7e zadany jest niepusty zbior X. Przyjmiemy nastepujace okreslenia.

Definicja 1. Ciqgiem funkcyjnym okreslonym na X bedziemy nazywac cigg funkcji {f.}, gdzie
Sfw X > R dla kazdego ne N.

Zatozmy dalej, ze { f,} jest ciagiem funkcyjnym okreslonym na X.

Definicja 2. Punkt x € X bedziemy nazywaé punktem zbieznosci ciqgu funkcyjnego {f.}, jezeli
istnieje granica wlasciwa ciqgu liczbowego { f,(x)}.

Zbior wszystkich punktoéw zbieznosci ciagu funkcyjnego { f,} nazywamy obszarem zbieinosci
tego ciqgu.

Definicja 3. Niech A = X, A # §) bedzie obszarem zbieznosci ciqgu funkcyjnego { f,}. Funkcje
f1 AR, okreslong wzorem

f(x)= lim Sa(x), xe A,

bedziemy nazywaé funkcjq graniczng ciggu { f,}. Mowimy tez, ze cigg funkcyjny {f,} jest zbieiny
punktowo do funkcji [ na obszarze zbieznosci A.

Zalozmy dalej, ze A jest obszarem zbieznosci ciagu funkcyjnego { f,) i f jest funkcja graniczna
tego ciagu. Niech B bedzie zadanym podzbiorem niepustym zbioru A.

Definicja 4. Bedziemy mowic, ze ciqg funkcyjny { f,} jest zbiezny jednostajnie do f na zhiorze
B (co piszemy: [, ;;’f)je:eli lim b, = 0, gdzie {b,} jest ciqgiem liczchowym okreslonym w nastepujqcy

sposob:

by = sup | /,(x)=f (x)l.

Czesé A

1. Wyznaczy¢ obszary zbieznosci i funkcje graniczne podanych nizej ciagow
funkcyjnych:

a) [ R~ R, £,(x) = x"

b) gn: LR+ —bl}?\’ gn(x) = 1+nx’

©) h:R >R, h,(x) =2n2xe "~

Czy zbieznos¢ tych ciagow jest jednostajna na ich obszarach zbieznosci?
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2. Wyznaczy¢ obszar zbieznosci i funkcje graniczng ciagu funkcyjnego {fa)
okreslonego na R, przy czym f(x) = arctg nx.

Pokazaé, ze {f,} nie jest zbiezny jednostajnie na R, ale jest zbiezny
jednostajnie na kazdym zbiorze postaci (— o0, —a] U [a, 00), gdzie a > 0.

3. Niech { f,} bedzie ciagiem funkcyjnym okreslonym na R , nastepujaco:

—nx+1 dla xeli(),%],
Salx) =

0 dla x>1.
n

Wyznaczyé obszar zbieznosci i funkcje graniczng tego ciagu. Zbadac, czy { f,}
jest zbiezny jednostajnie do funkcji granicznej /' na wyznaczonym obszarze
zbieznosci.

4. Niech f,:[0,n] - R, f,(x) = (sinx)",n = 1,2,.... Pokaza¢, ze { f,} nie jest
jednostajnie zbiezny do swej funkcji granicznej na kazdym przedziale I < [0, iR

ktory zawiera liczbe g

5. Niech { f,} bedzie ciagiem funkcyjnym okreslonym wzorem
1
fulx) =——dla -1 <x < 0.

Wyznaczyc funkcje; graniczna i obszar zbiezno$ci tego ciagu oraz zbadac
charakter zbieznosci { f,} na jego obszarze zbieznosci.

, 1
6. Pokaza¢, 7e ciag funkcyjny {f,), gdzie f;R >R, f,(x)=_[x? o

jest zbiezny jednostajnie na zbiorze R.

7. Wyznaczy¢ obszary zbieznosci i funkcje graniczne dla ciagow funkcyj-
nych:

a)f,,(x)z\/x —;ll— xe[1,00),

b) gn(x) = nxn(l _X)’ X€E [07 1]
Zbadag, czy ciagi te sa zbiezne jednostajnie na swoich obszarach zbieznosci.

8. Zbada¢ charakter zbieznosci ciagu {f,}, f,(x) = ne ", xe[0, ).

9. Dany jest ciag funkcyjny {f,}, gdzie f,(x) = x"(1—x"). Wyznaczy¢
funkcje graniczna i zbadaé charakter zbieznosci tego ciagu na zbiorach

. 1 1 1
A=1[0,1], B= |:0,§:|, C= [5,1], D =[a,1—ada], gdzie0<a<§.
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10. Niech dany bedzie ciag funkcyjny { f,}, gdzie f,:R - R, f,(x) = n sini

Wyznaczyc funkcje graniczna i obszar zbieznosci tego ciagu. Pokazad, ze { f }
nie jest zbiezny jednostajnie na zbiorze R, ale jest zbiezny niemal jedno-
stajnie na R.

11. Niech {f,} bedzie ciagiem funkcyjnym okreslonym na R za pomoca
wzoru f,(x) = cos| 1— E . Pokaza¢, ze { f,} nie jest zbiezny jednostajnie na R,

ale jest zbiezny niemal jednostajnie.

12. Pokaza¢, ze szereg funkcyjny Z —— jest zbiezny jednostaj-

n=12"" 1\/_+nx

o In(1+4nx). L .
13. Pokazac, ze szereg funkcyjny ) _n% Jest zbiezny jednostajnie na
n=1 n

kazdym przedziale [a, 00) dla kazdego a > 1.

nie na przedziale [0, c0).

1
14. Pokaza¢, ze szereg funkcyjny Z e jest zbiezny jednostajnie na
n=1 +n

kazdym przedziale postaci [a, o), gdzie a > O.

15. Pokaza¢, ze szeregi funkcyjne

a)z—

n=1 ) ngl n2[1+n2x2]
sq zbiezne jednostajnie na R.

16. Za pomoca kryterium Weierstrassa zbadaé, czy nastepujace szeregi
funkcyjne sa zbiezne jednostajnie:

a)z

. 2,xe[oz,oo),oz>0.

s sin sinnx

b) Z , xeR.

n=1 «/n +x

1
17. Funkcja f jest okreslona na R wzorem: f(x) = Y e Pokazac,
P

ze funkcja f jest ciagla na R i obliczy¢ j f(x) dx.
0

18. Wyznaczy¢ przedzialy zbieznosci nastgpujqcych szeregow potegowych:

0 n xn
B ¥ 10w b) ,,Z‘lnIO" =

© x2n—1
¢ > nlx", d) Z (—n*t

@n—1)2n—1)"
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9 Y (-3 ny "
n=1 n=1 .

) Z ln(n+1) n+1, h) i |:(n:l—1>".xj|n'
n=1 n=1

Czy szeregi te sa zbiezne na koncach swoich przedzialow zbieznosci?

o (p! 2x2n
19. Wyznaczy¢ obszar zbieznosci szeregu potggowego Y. f (;n)'

n=1

e o)
20. Wyznaczy¢ obszar zbieznosci szeregu geometrycznego ». x". Pokazag,
n=0
ze szereg ten nie jest zbiezny jednostajnie na przedziale (—1,1).

Wskazowka: Zbadag, czy ciag funkcyjny { > x"} jest zbiezny jednostajnie do
k=n
funkcji tozsamosciowo rownej zeru na przedziale (—1, 1).

21. Okreélié obszary zbieznosci nast@pujqcych szeregow funkcyjnych:

a) Z 1+x2n’ b) Z Slnzn’

n=1 n=1

(e}

c) Z xtgzn, d >

n=2 n=1

sin nx

22. Nastepujace funkcje rozwina¢ w szereg Maclaurina:

a) f(x) = x2¢%, b) f(x) = e*sinx,
¢) f(x) =sin3x, d) f(x) =In(1+¢),
& f()=e, D /(9 = sin7,

g) f(x) = sin’x.
23. Rozwina¢ funkcje¢ f(x) = Inx w szereg Taylora w otoczeniu punktu
xo = L.

24. Rozwina¢ funkcje f(x) = /x> w szereg Taylora w otoczeniu punktu
Xo = 1.

1
25. Funkcje g(x) = — rozwch w szereg Taylora w otoczeniu punktu

Xy = 3.

26. Funkcje h(x) = rozwina¢ w szereg Taylora w otoczeniu

x*+4x+7
punktu x, = —2.
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27. Niech f:R —»R bedzie funkcja okresowa o okresie 2m, przy czym
flx)=— g dla xe(—mn,0), f(x) = g dla x€(0,m) oraz f(0) = f(rn) = f(—n).

Rozwina¢ funkcje¢ f w szereg Fouriera.

28. Korzystajac z rozwinigcia funkcji f z zad. 27 wyprowadzi¢ wzér
Leibniza:

29. Niech f(x) = |x| dla xe[—m, n] oraz niech f bedzie funkcja okresowa
o okresie 2n. Rozwinac t¢ funkcje w szereg Fouriera.

30. Korzystajac z rozwinigcia w zad. 29 wyprowadzi¢ wzér Eulera:

1 1 1 n?

1+?+?+Z§+...—z.

31. Rozwina¢ w szereg Fouriera nastepujace funkcje:

a) f(x) =sinx|, xeR,

{0 dla xe(—mn0)u{n},
b) h(x) =< x dla xe[0,n),
n dla x= —mn,

oraz h(x+2mn) = h(x) dla xeR.

Korzystajac z rozwinigcia funkcji h = h(x) obliczyé sume szeregu licz-
bowego

1 1 1

l+?+5—2'+75+...

Cze¢s¢ B

32. Zbada¢ charakter zbiezno$ci ciagu funkcyjnego f,,(x)zntgf na
n

przedziale [O, g] .

33. Wyznaczy¢ funkcje graniczna i zbadaé¢ charakter zbieznosci ciagu

—nx

funkcyjnego { f,} okreslonego na R, f,(x) = x+ S
n

34. Wyznaczy¢ funkcje graniczne i zbadaé charakter zbieznoéci nastgpuja-
cych ciagoéw funkcyjnych okreslonych na R:

a) f,(x) = — _

PN E b =5 T
e ) (%) Wl
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2
)L, = 5, 100 =7
2
O S, = 3

35. Wyznaczy¢ funkcje graniczne i zbadac charakter zbieznosci nastgpuja-
cych ciagdéw funkcyjnych okreslonych na R :

a) f,(x) =

nx nx
T hn2x? b) fx) =———

1+nx?
. . . hx . ..
36. Zbadac, czy ciag funkcyjny {f,}, gdzie f,(x) = PEgR jest zbiezny
X
jednostajnie na zbiorze R.

37. Wyznaczy¢ funkcje graniczna dla ciagu funkcyjnego { f,} zadanego na
R wzorem

: .oXx
Sa(x) = nxsin—.
n

Zbadac¢ charakter tej zbieznosci na zbiorach R, R, oraz na przedziatach
postaci [0,a], a > 0.

38. Niech {f,} bedzie ciggiem funkcyjnym okreslonym na R wzorem

falx)=3/1 +x2", Wyznaczy¢ funkcje graniczna i zbada¢ charakter zbieznosci
tego ciagu funkcyjnego.

39. Niech f,(x) ={/1+x" dla xeR,. Wyznaczy¢ funkcje¢ graniczna i zba-
dac¢ charakter zbieznosci tego ciggu na R .

2n
40. Niech g (x) =n/14+x"+ x_4_ dla x > 0. Wyznaczy¢ funkcj¢ graniczna

i zbada¢ charakter zbieznosci ciagu {g,} na R, oraz na przedzialach [0, 1]
i[0,2].

1
41. Okreslmy ciag funkcyjny {h,} na R przyjmujac, ze h,(x) = —[nx], gdzie
n

symbol [y] oznacza cech¢ liczby y. Wyznaczy¢ funkcje graniczna i zbadaé
charakter zbieznosci tego ciagu na R.

X

42. Niech f,(x) = T"i-sm—, n=1,2,.. Zbada¢ ciaglosé i rozniczkowal-
n

x"

nos¢ funkcji granicznej tego ciagu funkcyjnego na przedziale (— 1, c0).
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43. Niech { f,} bedzie ciagiem funkcyjnym okreslonym na R , nastepujaco:

1
n%x dla xe [0, ~} ,
n

12
=< —n? 1 -
fux) j n“x+2n dla xe<n,ni|
2
0 dla x>-.
n

-
a) Wyznaczy¢ funkcje graniczng f ciagu { f,},
b) sprawdzic, czy f, [T—;)»’) f,
2 2
¢) sprawdzi¢,czy lim {f,(x)dx = [ f(x)dx. Jezeli nie, to wyjasni¢ dlaczego.
n— oo 0 0

44. Dany jest ciag funkcyjny { f,}, gdzie f,:R, — R sa okre$lone wzorami:
X—n
Sulx) = xtn'

Wyznaczy¢ obszar zbieznosci ciagu { f,}, funkcje graniczng oraz zbadaé
czy ciag ten jest zbiezny jednostajnie na zbiorach R, i 4 = [1,2].

b

45. Dany jest ciag funkcyjny {f,}, gdzie f:R - R,
2"x%+n! x+2"

T ==y

Zbadac, czy ciag ten jest zbiezny jednostajnie na zbiorze R.

46. Niech f,:R, — R bedzie ciagiem funkcyjnym okreslonym wzorem

nsinnx dla x < E,

n

Sulx) = .
0 dla x> -,

n

n = 1,2,.. Sprawdzi¢, czy
lim | f(x)dx= [ lim f,(x)dx.
n— oo 0 0 n— o

Jezeli nie, to dlaczego?

47. Pokaza¢, 7e szereg funkcyjny )

jest zbiezny jednostajnie na

x"(1—x)
n

n=1

przedziale [0, 1].

48. Zbadac, czy szereg funkcyjny Y x"(1—x) jest zbiezny jednostajnie na
n=1
przedziale [0, 1].
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49. Wyznaczy¢ przedzialy zbieznoSci szeregc')w potegowych:

© 3
L 9% D L Gy

50. Zbada¢ zbiezno$¢ jednostajna szeregu funkcyjnego Y, Tonn?
n=1 n'x

X
na

zbiorze R.

51. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potggowego
[oo) n!x2n

Z_A

n=1

n

n

52. Znalez¢ promienie zbieznosci, przedzialy zbieznosci i wyznaczy¢ sumy
nastgpujacych szeregoéw potggowych:

o ’l n o) xn
) ‘20 el D 2 G
3n n 0 3n+1 2n
9 L Sariy DL T

i n(2n+1) 2

e )

n=1

53. Znalez¢ sumy szeregéw potggowych:
xS x4n—‘3
— + ..+ s
B Xttty 3t

2 3 n+1
~— 53 + ... +(— 1)"+1

nn+1) +

54. Wyznaczy¢ obszar zbieznosci szeregu funkcyjnego
|

)3

n=1 1+xn.

55. Pokazaé, ze szereg potegowy Y, x*"7?2 jest zbiezny jednostajnie na
n=1
kazdym przedziale postaci [ — 1 +a, 1 —a], gdzie a jest dowolnag liczba dodatnia
mniejsza od 1.
Catkujac ten szereg wyznaczyC sumg szeregu
3 x7 4n—1

56. Funkcja f jest okre$lona wzorem
f(xX)=14+2-3x+ .. +n-3""'x"" 14 .

11
Pokazaé, ze f jest ciagla na przedziale < 3’ 3> Obliczy¢

0,125

[ fx)dx
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1

1
57. Wychodzac z réwnosci Jx”dx =0T znalez¢ sumy szeregow:
0
© )n +1 ( 1)n+ 1
b .
Z ) n; 4n—3
, , .| odx g
58. Wychodzac z réwnosci T znalez¢ sumg szeregu
2
1 1 1
2 n2"
1+
59. Rozwina¢ w szereg Maclaurina funkcje f(x) = = )3 Wykorzystujac
4 2
ten rozklad znalez¢ sume szeregu 1+ = 5 +ot = T + ..
60. Wychodzac z réwnosci In (x+ 14+x%) J 1 rozwinac funkcje
+ t?

0

f(x) =In(x+./1+x?) w szereg Maclaurina.

61. Rozwina¢ w szereg Maclaurina nastepujace funkcje:

1 1
) f()=_—7 b)f(x)=m,
) 100 = @) ()= In (1+),
1
9 /()= 1n ( +§> D0 =
g f(x)=e"

62. Rozwina¢ w szereg Fouriera nastgpujace funkcje:
a) f(x) = x> dla xe[ —m, 7],

b) f(x) = e* dla xe(—m, ),

¢) f(x) = x(n—x) dla xe(—mn, m).

Okresli¢ te funkcje poza podanymi przedziatami.

Czesc C

63. Niech dany bedzie ciag funkcyjny {f,}, gdzie f,:R, — R sa okreslone
wzorem

f4x) = min {max {x—n,0}, max {n+2—x,0}}.
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Wyznaczy¢ obszar zbieznosci i funkcje graniczna ciagu funkcyjnego {fa}
oraz zbadaé charakter jego zbiezno$ci na wyznaczonym obszarze.

64. Pokaza¢, ze ciag funkcyjny { f,}, gdzie

x3+xn4+x+1
falx) =

x*n2+x*+xn? 4+ x’

9]

jest zbiezny jednostajnie na przedziale [1, o). Obliczy¢ | f(x)dx, gdzie f oznacza
1

funkcje graniczng ciagu.

65. Dany jest ciag funkcyjny { f,} okreslony wzorem f(x) = nsin <sin %)

Wyznaczy¢ obszar zbieznosci i funkcj¢ graniczna ciagu {fu}

66. Niechf(x) = —x—_, x e R. Utworzmy ciag funkcyjny { f,} okreslony
J1+x?

na R przyjmujac, ze f,(x) = f(x) oraz f,,(x) =f(fu(x) dla n=1,2,... Wy-
znaczy¢ obszar zbieznosci i funkcj¢ graniczng ciagu { f,} oraz zbada¢ charakter
jego zbiezno$ci na obszarze zbieznosci.

67. Niech f(x) = sin(x) i niech { f,} bedzie okreslony na R analogicznie jak
w zad. 66. Pokaza¢, ze f, _T}O.

© 2

68. Wyznaczy¢ sume szeregu funkcyjnego Y

i zbadad, czy jest
Z () &

on zbiezny jednostajnie na zbiorze R.

69. Pokaza¢, ze szereg funkcyjny ), smnx
n

n=1

przedziale [a, 2n— a], gdzie a jest ustalong liczba z przedziatu (0, m).

jest zbiezny jednostajnie na

2

70. Pokazaé, ze szereg funkcyjny Z (=1t X

L (3 jest zbiezny jedno-

stajnie na R.

Wskazowka: Skorzysta¢ z kryterium Leibniza dla szeregow liczbowych.

1
71. Niech f,:[1,00) > R, [,(x) = 3 x dla xefmn+l) 5 Poka-

0 dla x pozostalych,

zaé, ze szereg funkcyjny Y. f,(x) jest zbiezny jednostajnie na przedziale [1, c0)
n=1

mimo, 7e nie ma tutaj zastosowania kryterium Weierstrassa.
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72. Zbadaé zbieznoéé Jednostajna nastepujacych szeregow funkcyjnych:

)ngl 1+(x— )z,dla xelR,

, 00).

n=1

73. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

0

Y 2+(— 1"y x"

n=0

a0

74. Dowie$¢, ze szereg funkcyjny Y xZe ™™ jest Jjednostajnie zbiezny
n=1

naRR,.

75. Obliczy¢ sume szeregu Y n?x" dla xe(—1,1).

n=1









Rozpziar |

INDUKCJA MATEMATYCZNA

1. Dla n =1 nasza rownos¢ redukuje si¢ do nastgpujacej oczywistej

rownosci: 1 L2
wnosci: 1 = —.
2
Ustalmy dalej dowolnie ne N i zatozmy, ze
1
1424 .. +n= n(n2+ ).
Nalezy pokaza¢, ze rowno$C ta jest prawdziwa dla liczby n+1, tzn.
1 2
142+ .. +n+n+1= (n+ )2(11-1—_)
Aby to udowodni¢ zauwazmy, ze korzystajac z zalozenia mamy:
nn+1 n+1)(n+2
142+ .. +n)+n+l1= ( 5 ) +n+1= (__)2(._)

Na podstawie zasady indukcji wnioskujemy stad, ze roOwnosc jest stuszna dla
kazdego neN.
, 1:2:3 . ., .
2. Dlan=1mamy 1° = — Zalozmy prawdziwos¢ dowodzonej row-

nosci dla ustalonej liczby neN. Pokazemy, Ze jest ona prawdziwa dla n+1 co
oznacza, ze

(n+1)(n+2)(2n+3)

6
Aby to udowodnié, przeksztalémy lewa strong, korzystajac z zalozenia:

n(n+ H@nt1)

124224+ . +n2+(n+1)* =

(124224 . +n?)+(n+1)* =

6
F(+1)? = (n+1)n(2n+l);—6(n+1) _
2
_ (n+1)2n +67n+6 _ (n+1)(n22)(2n+3)'

W ten sposob konczymy dowod.
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3. Rowno$¢ w naszym zadaniu jest rownowazna (zob. Wskazowka)
roOwnosci

n*(n+1)>2

P+234+ . 40 = —

.N2
dla kazdego neN. Dla n = 1 mamy 13 = ITZ

Zatozmy teraz, ze dowodzona réwnosé jest spetniona dla ustalonej liczby
neN. Nalezy sprawdzi¢ jej stuszno$é¢ dla n+ 1, tzn.

(1+1)? (1+2)
—
Aby to udowodni¢ zauwazmy, ze korzystajac z zatozenia, mamy:
; _ ni(n+1)?

P42+ 0¥+ (n+1)? =

(P+23+ .. +n)+(n+1) +(n+1)> =

n2
= (n+ 1)2[~4— +(n+ 1)] = (n+1)?
_(n+ 1)’ (n+2)°
= 1 ,
co konczy dowdd.

n’+dn+4

4. Dla n =1 teza jest prawdziwa, bo liczba 3**2 41 = 730 jest podzielna
przez 10. Ustalmy ne N i zatézmy, ze liczba 3** 2 4 1 jest podzielna przez 10, co
oznacza, ze istnieje ke N takie, ze 3*"* 2+ 1 = 10k. Dla liczby n+ 1 mamy:

34(n+1)+2+1 — 34n+2+4+1 — 34n+2,34+34_80 —

=81(3**"2+1)—80 =81-10k—8-10 = 10(81k—38).
Ale 81k—8¢€ N, co konczy dowod.

5. Biorac n =1 widzimy, ze liczba 13'—7 = 6 jest podzielna przez 6.
Zatozmy, ze dla ustalonej liczby ne N liczba 13" —7 jest podzielna przez 6, a wicc
istnieje ke N takie, ze 13"—7 = 6k.

Dla n+1 mamy:

13717 = 13" 137 = 13" 13—-13-7 484 =

= 13(13"=7)+6-14 = 13-6k+6-14 =
= 6(13k +14).

Zatem 13" -7 jest podzielne przez 6, bowiem 13k +14eN.

6. Jezelin = 5, to nierdownos¢ ma postac 2° > 521 jest prawdziwa. Zaléimy
jej prawdziwos¢ dla ustalonej liczby naturalnej n, n > 5. Nalezy pokazac, ze jest
ona stuszna dla n+ 1, a wiec, ze zachodzi

2> (n+ )
Korzystajac z zatozenia indukcyjnego, otrzymujemy
WL m) >t =4,
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a zatem wystarczy tylko sprawdzi¢, ze n* > 2n+1 dla n > 5. Zauwazmy, ze
n>>2n+1<en?—2n—1>0=n>-2n+1>2<
<(n—17>2

co jest oczywiscie prawda dla n > 5.

7. Nierownos¢ nasza w przypadku n =1 redukuje si¢c do rownosci.
Zalozmy, ze dla ustalonej dowolnie liczby naturalnej n zachodzi

(14+a)" = 1 +na.
Nalezy pokaza¢, ze (1 +a)"*' > 1+(n+1)a.

Aby to udowodni¢ zauwazmy najpierw, ze poniewaz 1 Lo > 0, 1o mnozac
obie strony nieréwnosci w zalozeniu przez 1 +a otrzymujemy

(1+a)"' > (1 +na)(14+a) = 1+n+1)a+na® >

=z 1+(n+1a
(bo na® > 0). Zasada indukcji matematycznej koniczy ostatecznie dowdd.

8. Dla n =1 nierdownos¢ jest oczywista. Nastepnie ustalmy liczbe neN
i zalozmy, ze

|sin nx| < nlsin x|.

Dla n+1 mamy:

[sin(n+ 1) x| = Isin (nx + x)| = [sin nx cos x + cos nx sin x| <

< [sin nx| |cos x| + |cos nx| |sin x|.
Teraz, korzystajac z zalozenia indukcyjnego i z faktu, Ze |sin x| < 11 |cos x| < 1,
otrzymamy dalej:

Isin (n+ 1) x| < nlsin x|+ |sin x| = (n+ 1)|sin x|.
W ten sposob dowodd zostat zakonczony.

" 9. Gdy dysponujemy sumg 4 zl, to 4 = 2+ 2. Wezmy wiec kwote n zt, gdzie
n jest ustalona liczba naturalna, n > 4. Zalézmy, ze potrafimy ja wyplaci¢
monetami 215 ztotowymi. Dotozmy do tej kwoty 1 zt. Wtedy, jezeli przy wyptacie
kwoty n zt uzyliSmy przynajmniej jednej monety 5 zi, to 5+1 wyplacimy
monetami 2 ztotowymi. Jezeli zas przy wyplacie kwoty n zt uzylismy samych
monet 2 zlotowych, to musiato ich by¢ przynajmniej dwie.
Bierzemy wigc dwie monety 2 zlotowe, dokladamy 1 zt i wyptacamy te
~koncowke” moneta 5 zL Zasada indukcji matematycznej konczy dowod.

10. Oczywiscie musi by¢ n > 3. Dla n =3 mamy trojkat, a z geometrii
wiemy, ze suma jego katow wewnetrznych wynosi m = (3—2) .

Zalozmy, ze n > 3 jest ustalona liczba naturalng i ze suma katow dowolnego
n-kata wypuklego wynosi (n—2)m.

Biorac teraz dowolny (n+ 1)-kat wypukly widzimy, Ze ,,odrzucajac” jeden jego
wierzchotek i taczac dwa sasiednie odcinkiem otrzymujemy n-kat, ktorego suma
katow (zatozenie indukcyjne) wynosi (n —2) 7 (por. rys. 5). Ale suma katow w naszym
(n+1)-kacie to (n—2)n+mn (rys. 5). Ostatecznie widzimy, ze (n—2)n+7 =
=[(n+1)—2]n. W ten sposéb mamy dowdd i... pytanie do Czytelnika:

Czy zalozenie o wypuklosci jest w naszym zadaniu istotne?
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Rys. 5
. . . 22-1)
11. Dla n = 2 mamy jeden odcinek, co zapiszemy 1 = .Dlan=3
: o o ., : 3-:3-1)
takich odcinkow jest trzy, co tez mozemy zapisa¢ w formie 3 = —
Podobnie dla n = 4 (6 odcinkow):
4(4-1)
6= .
2

nn—1)

Mozemy wigc przewidywac, ze dla n punktow odcinkow takich jest B

Zalézmy, ze jest to prawda dla ustalonej dowolnie liczby naturalnej n, n > 2.
Biorac teraz n+1 punktow i wyrdzniajac jeden z nich jako n+ 1-szy

S s o i , —1
widzimy, ze ilo$¢ odcinkow taczacych pozostale n punktow jest rowna " (n2 ),

za$ ten wyrozniony punkt mozna z pozostatymi potaczy¢ za pomoca n odcinkow.
Lacznie ilos¢ tych odcinkow wynosi
n(n—1) e n*—n+2n _ n*+n _(n+D[(n+1)— 1].
2 2 2 2
Stad, na mocy zasady indukcji matematycznej wnioskujemy, ze kazde n punktow
nn—1)

odcinkéw.

mozna potaczy¢ przy pomocy

12. Liczba przekatnych w n-kacie wypuktym to liczba wszystkich odcinkow
taczacych n punktoéw minus liczba bokow. Zatem, zgodnie z wynikiem z zad. 11
liczba ta wynosi

nn—1)  n*—n-=2n_n(n-3)
2 "t 2 T a2

dla dowolnego nelN, n > 3.

13. Zauwazmy, ze dla n = 1 rowno$¢ nasza ma postac:

2-15

3

i jest oczywiscie prawdziwa. Drugi ,krok” indukcyjny pozostawiamy Czy-

telnikowi. W razie klopotow radzimy przesledzi¢ rozwiazania zadan 1, 2
lub 3.

12432 =
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1 1
14. Dlan = 1 mamy 13-3 Zaldézmy prawdziwos¢ dowodzonej rownosci

dla ustalonej liczby ne N. Wtedy nalezy pokaza¢, ze dla liczby n+ 1 zachodzi
rOwnos¢
1 1 1
ﬁ+ﬁ+."+@m—])(2n+l)+
1 _on+l
Tt @nt3) 243

W tym celu przeksztalcamy lewa strong, korzystajac z zalozenia:

o i i
(1—-3 Tyttt (2n—l)(2n+1)) Yo hnt3)
n 1 n(2n+3)+1

Tt T D@3 T enrntd)
_ @n+1)(n+1) n+1

 (2n+1)(@2n+3) 2n+3

i w ten sposob przekonujemy si¢ o stusznosci rownosci dla liczby n+ 1. Zasada
indukcji pozwala zakonczy¢ dowod.

15. Dowdd pozostawiamy Czytelnikowi, ktory w razie potrzeby moze
wzorowac si¢ na rozwiazaniu zad. 14.

16. Dla n = 0 mamy

0
Y <Z> bk = (g) a®h°® = 1 = (a+b)".

k=0

Zalozmy, ze dla ustalonego n > 0 zachodzi
y <Z> a*b" k= (a+bY
k=0
Wowczas
(= a0 G)
abn+1Ak= + akbn+1—k=
k§0< k kgo k—l k
Ianil L P VR R VA i "k = 4 i MY gk kg
k—1 k=0 k k=0 k
+b Y (Z) a*b" *=a(a+by"+b(a+b)" = (a+b)"(a+b) = (a+by"*?,
K=0

a wigc wzor jest stuszny dla kazdego ne N u {0}.
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17. Zawarty w zadaniu wzoér mozna oczywiscie udowodni¢ przy pomocy
zasady indukcji. W prostszy sposob przeprowadzamy dowod opierajac si¢ na
rownosci z zad. 3 i zauwazajac, ze:

34434 L4020 =232(13423+ . +1nd)
oraz

244+ .. +2n)? =2-22(1+2+ ... +n)

T .M. W . i
18. Jezeli n = 1, to mamy sin—3~ = 2sin g'smg, co jest oczywiscie prawda,

! =1
5= 1

Zal6zmy dalej prawdziwos¢ wzoru dla ustalonego neN. Dla liczby n+1
mamy:

bowiem 2 sing =2-

sm + .. +sm— +sin (n+ T 2sinE~sin(1+1)n+
3 3 3 6 6
1 1 1 1
+sin(n+3)n=25in%~sin(—n+6)n+2sin(n+6)n-cos(n+6)n=
1 1
=2sin(n+6 )n(sin§g+cos(-—n+6ﬂ>=
_2Sin(n+1)1t snnn+sin n+n+1 _
- 6 6 2776 )T
1 2
=2sin(n+ ) ZSm(n+ )ncos —En =
6 6
1 2 1 2
=2sinn+ n~2sinn+ 1t~cosE=23in(nJr )nsin(nJr )m
6 6 3 6 6

Zatem wzor jest stuszny dla kazdego ne N.

19. Dlan = 1liczba4+15—1 = 18 jest podzielna przez 9. Zat6zmy wiec, ze
dla ustalonego neN liczba 4"+ 15n—1 jest podzielna przez 9, a zatem istnieje
k € N takie, ze 4"+ 15n— 1 = 9k. Nalezy pokaza¢, ze jest to prawdg dla n+ 1, tzn.,
ze liczba 4""1 +15(n+1)—1 jest podzielna przez 9. Istotnie

4" 15(n+1)—1=4-4"4154+15—1 =

=4-4"+4-15n—4)+18 =44"+15n—1)+2-9 =

=4-9k+2-9 =9(4k+2).

20. Biorgc n = 1 otrzymujemy, ze 10" +4' —2 = 12 jest podzielne przez 3.
Ustalmy ne N i zalozmy, Ze istnieje ke N takie, ze 10" +4"—2 = 3k. Dla liczby
n+1 mamy dowiesc, ze 10" ' +4"*1 —2 jest podzielne przez 3. Mamy:

10" 1441 -2 =10-10"+4-4"—2 = (10-10"4+10-4"—10- 2) +

+(—6-4"+18).

Czytelnik zechce dokonczy¢ dowdd, co nie powinno by¢ trudne.
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21. Dlan = 1liczba 1° +2-1 = 3 dzieli si¢ przez 3. Zalozmy, e n®+ 2n jest
podzielne przez 3 dla ustalonego ne N, tzn. n® +2n = 3k, gdzie ke N. Wtedy dla
n+1 mamy

(m+1P°+2(m+1) =n3+3n2+3n+142n+2 =
= (n*+2n)+(3n’+3n+3) = 3k+3(n>+n+1) = 3[k+ (2 +n+1)],
co konczy dowdd.

22. Dowdd zawartego w zadaniu stwierdzenia pozostawiamy Czytelnikowi
(por. rozwiazanie zad. 20).

23. Sprawdzenie dla n = 1 pozostawiamy Czytelnikowi. Zaldézmy, ze dla
ustalonej liczby ne N istnieje k € Z takie, ze 2°"* 1 + 32"*2 — 11k. Mamy pokazaé,
ze 20T DH 14 3200 D2 dzieli sie rowniez przez 11. Ale

26(n+1)+ 1 +32(n+ n+2 _ 26n+ 1. 26 +32n+2 . 32 —

— 64.26n+1 +9,32n+2 — 64(26n+1+32n+2)_55,32n+2 —
=64-11k—5-11-32""2 = 11 (64k—5-32"+2),

Teraz wystarczy zauwazy¢, ze 64k—5-3?"*2eZ. Zasada indukcji dopowiada
reszte.

1
24. Dla n = 2 otrzymujemy, ze 1+ f > \/5, co nietrudno sprawdzic.

Ustalmy nelN, n > 2 i zal6ézmy, ze

1+%+...+ﬁ->\/ﬁ.

Mamy pokazaé, ze

1 1 1
I+ —+ b —= + 1.
+ﬁ+ +\/;+ — >Vt

Korzystajac z zalozenia otrzymujemy, ze
1 1 1 1
I+ —+ .. + >+ > /n+—,
( V2 Jn) o+l v Jn+1

1
a zatem wystarczy pokazaé, ze \/; + = /n+1. Mamy:

~n+1

Jn+ : > /n+le/nn+1)+1>n+l<

Jn+1

< /n*+n>nenf+n>=ntfen>0.

Ostatnia nierownos¢ jest oczywiScie prawdziwa. Powolujac sie na zasadg
indukgcji, konczymy dowod.

25. Dla n = 1 otrzymujemy, ze 11'*2 4+ 122*1 = 3059 = 133-23. Zalozmy
wigc, ze nasze stwierdzenie jest prawdziwe dla ustalonej dowolnie liczby
naturalnej n, tzn. 11"*2+122"*! = 133k. Dla liczby n+ 1 mamy wowczas
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11n+1+2+122n+3 — 11n+2,11+122n+1,144 — 144(11n+2+122n+1)_
—133-11""2 = 144-133k—133-11""2 = 133 (144k —11""?).

26. Dla n = 1 jest to oczywiste. Zatdzmy wigc, ze n’ —n = Tk, gdzie ke N.
Musimy dalej pokazaé, ze (n+ 1) —(n+ 1) jest podzielne przez 7. Postgpujemy
w nastepujacy sposob:

(n+1) —(n+1)=n"+7n®+21n° +35n* + 350> +

+21n%+Tn+1—n—1= 0" —n)+7(n°+3n°+5n* +5n* + 3n* +n)

i stad juz wida¢ koniec dowodu.

27. Czytelnik sprobuje sam udowodni¢, ze n*—n jest podzielne przez
6 dla neN. W razie ktopotow radzimy ,trening” polegajacy na rozwigzaniu
zad. 26.

28. Nierownos¢ jest latwa do sprawdzenia dla n = 2. Zatozmy, ze jest
prawdziwa dla ustalonego neN, n > 2, tzn. ze

(14+a)(1+a,)..(1+a,) > 14+a,+ .. +a,
Mnozac obie strony przez 1+a,,, > 0 (zalozenie!) otrzymujemy

(I+a)..(l+a)(1+a,, ) > +a,+ .. +a)(1+a,, )=
=l4+a,+..+a,+a, +a,, (a,+ .. +a)=>
>14a,+ .. +a,+a,,

bo a,,(a, + .. +a,) = 0. I koniec dowodu.

29. Poniewaz n ma by¢ parzyste, wigc zadanie jest rownowazne pokazaniu,
7e (2k)3420- 2k = 8k> +40k jest podzielne przez 48 dla kazdego ke N.

Dla k =1 jest to oczywiscie prawdg. Zatézmy dalej, ze jest to prawda
dla ustalonego k> 1. Dla liczby k+1 mamy wiec do pokazania, ze
8 (k+1)>+40(k+ 1) dzieli si¢ przez 48. Ale

8(k+1)°+40(k+1) = 8(k*+3k*+3k+1)+40k +40 =

= (8k3 +40k)+ (24k* + 24k +48) =

= (8k> +40Kk)+24 (k* + k +2).

Poniewaz k2 + k jest zawsze liczba parzysta, wiec 24 (k* + k + 2) dzieli si¢ przez 48
i z zalozenia indukcyjnego wnioskujemy, ze 8 (k +1)* +40 (k + 1) jest podzielne
przez 48. Reszte uzupelnia zasada indukcji.

1
30. Biorac n =1 mamy i— 3= 5 Zatozmy, ze réwno$é z zadania jest

prawdziwa dla ustalonego neN. Musimy pokazac jej prawdziwos¢ dla n+1,
a wiec
1 1 1 1 1 1

| — - 4 - — o —

sty ettt 0 w1 2

1 1 1 1 1
“ar2 s T T ot T an2
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Mamy:
(1_1+1-1+...+L_i>+L_L=
2 3 4 2n—1 2n 2n+1 2n+42
1 1 1 1 1
B TSI R Ml e el e S

(1 N +1+ 1 L1 1
S \nt2 7 20 204 1) Tkl 20t 1)

1 o 1
_<n+2 o +E+2n+1>+2n+2‘

Koniec dowodu.

10°-9-10 . S .
31. Dla n =1 mamy: 1 = s Ustalmy dalej ne N i zalozmy, 7e

1 n+1_9 _~1
L+ 1.1 =0 =910

n

Dla n+1 mamy wtedy:
A+11+11+ 4+ 1. D)+ 111 =
—— =

n n+1
n+1
= li—;;)n—lo +10"4+10"" '+ +10+1 =
101 —9p—10 10"*1—1
- 81 teg =
10" '~ 91— 104+9-10"*1—9
_ . _
(101 49-10"* 1)~ (9n+9)— 10
- = -
10-10" ' —9(n+1)—10  10"*2—9(n+1)—10
- 81 - 81

Oznacza to, ze wzor jest stuszny dla n+ 1. Korzystajac z zasady indukcji mozemy
zakonczy¢ dowdd.

32. Pozostawiamy Czytelnika z tym zadaniem ,,sam na sam”. Podobne byto
zad. 18 i bedzie zad. 40b.

33. Dla n = 2 mamy
1+%>2(\/§—1)©%+$>ﬁ—1©

1 3 1 9 41
©UE—>\/§—E©§>3+Z_3\/§®3\/§>?©

- 1681
64 -

<27
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Zatozmy, ze nierownos¢ jest prawdziwa dla ustalonej liczby neM, n > 2.
Nalezy pokazaé, ze:

1 1 1
I+ —= 4 o+ ——=+ —=>2(/n+2-1).
+ﬁ+ +ﬁ+ — > (Wn+2-1)

W tym celu zauwazmy, ze korzystajac z zatozenia mamy:

1 1 1 1
1+ —+.. — > 2 1—-1 .
<+ﬁ+ +\/;>+\/;;1 >2(/n+1-1)+ —
i wystarczy tylko pokaza¢, ze
2(./n+]—1)+\/£.‘__1‘ >2(/n+2-1).

Ale
1
2 1-1 =2 2—-1)=
(Vn+ )+\/m> (Vn+2-1)
<2n+1—/n+1)+122,/(n+2)(n+1)-2/n+1 <

<2n+3=22/(n+2)(n+1)<=
<4n?+12n+9 = 4n*+12n+8<1 = 0.

Ostatnia nier6wnos¢ jest prawdziwa. Zatem, zasada indukcji matematycznej
konczy prace.

34. Przypadek dla n = 1 jest trywialny. Zat6zmy prawdziwos¢ nierownosci
dla ustalonej dowolnie liczby naturalnej n. Nalezy pokaza¢ jej prawdziwos¢ dla
n+1, tzn. ze

L S S BESNR
12 T2 12T n+ 1

Ale z zalozenia mamy:

1+1+ +1+ Lo, 1+ 1
1272277 "n2) T m+1)2 T n o (n+ D

Przeksztalcajac prawa strong otrzymujemy:

1 1 ., (n+1)?—n A’ +n+l
n (m+1)3?) nn+1? 7 nm+1)*
Wystarczy teraz pokazac, ze
n’+n+1 1
n(n+1)> n+1
Mamy:
n+n+1 1 n*+n+1 1

B R TS BT TS | A E
<ni+n+l=2nn+1)<=1=0.
Prawdziwos¢ ostatniej nierownosci (i zasada indukcji) implikuje prawdziwo$é
nierdéwnosci z naszego zadania.
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35. Gdy n = 1, to nier6wnos$¢ ma postaé
1 1 1
11 142 3417
lub inaczej
1 1 1
5 + g + Z > 1,
a wigc jest prawdziwa. Zaldozmy jej prawdziwosc¢ dla ustalonej liczby neN. Mamy
pokazac, ze
LI S E I S S
n+2 n+3 7 3n+1 3n4+2 3n+3  3n+4
Lewa strong powyzszej nierownosci przeksztalcamy na mocy zalozenia na-
stepujaco:

I 1 1 1 1
<n+2+”“+3n+1>+<§n+2+3n+3+3n+4>>

1,

1 1 1 1 3 1
>1—n+1+(sn+2+3n+3+3n+4>=1_($n+3*351é>+
+ —1 + —1— =1-— 2 + ! + ! .
3n+2  3n+4 3n+3  3n+2 3n+4
Wystarczy teraz pokazac, ze 1 — 3n2+3 + 3n1+ 5 + 3n1+ 2 > 1, lub rownowaznie
1 1 2
312 4 3ni3
Ale
1 1

>
3n+3)(3n+4
312 T 3ngd g3 G HICnA

+@n+3)(3n+2) = 2(3n+2) 3n+4)<9n*+21n+

+1249n2+15n+6 > 18n*+36n+ 16 <2 > 0.
Prawdziwo$¢ ostatniej nierownosci tacznie z zasada indukcyjna pozwala zakon-
czy¢ dowod.

36. Dla n=1 nierownos$¢ jest oczywista, bo a+b < 2(a+b), co jest
implikowane przez zatozenie: a > 0, b > 0.

Zatdézmy, ze dla ustalonej dowolnie liczby neN zachodzi

(@a+b)y <2"a"+b").
Dla liczby n+ 1, korzystajac z zalozenia, otrzymamy:

(a+by"*!t = (a+b)y(a+b) <2"a"+b"(a+b) =

= 2"a"" ' +b"* )+ 2%(ab" + ba").
Wystarczy wigc pokazac, ze

2n(an+ 1 +bn+ 1)+2n(abn+ban) < 2n+ l(an+1 +bn+ 1)
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lub réwnowaznie
2n(abn+ban) < 2n(an+ 1 +bn+ 1)‘
Ostatnia nierownos$¢ jest rownowazna nastepujace;:
(a—=b)(b"—a") <0,
ta zas jest prawdziwa, gdyz liczby a—b i b" —a" sa albo przeciwnego znaku, albo
rownocze$nie rowne zeru. Koniec dowodu.

37. Pozostawimy to zadanie jako samodzielne ¢wiczenie. Czytelnik moze
nabra¢ potrzebnej tutaj wprawy przy rozwigzywaniu zad. 2, 3, 13.

38. Dla n = 3 mamy, ze 3* = 27 > 3-23 = 24. Ustalmy liczbe ne N, n > 3
i zatlozmy, ze 3" > n-2". Stad dla n+1 mamy
3l =3.3"> 3p-2",
a wiec wystarczy pokazaé, ze 3n2" > (n+1)2" 1. Ale
3n2">2"2(m+1)<3n>2(n+1)=n =2,
a to jest prawda. Zasada indukgcji koniczy ostatecznie dowod.

39. Rownosc jest oczywista dla n = 2. Ustalmy teraz dowolnie liczbe
naturalng n i zat6zmy, 7e nasza rownos¢
1 1 1 n—1

ot .+ =
a,"a, a,-d, a, -a, a,-a

n

Jest prawdziwa dla n. Pokazemy, ze jest ona prawdziwa dla liczby n+ 1, tzn.

1 1 1 1 n
—— .+ + = :
al.aZ 612‘03 an*l‘an an'anJrl al’an+1

Korzystajac z zalozenia indukcyjnego mamy:

1 1 1 1 n—1 1
— e —— 4 .+ + = + — =
a;"a, a4, d, a,_,'a, a,"d,,, a,'qa, d,du

n n “n+1
n—1 1 (n—"1a,,,+a,
+‘, = =
afa, =1 (a1 =Pay,y  a;a, 4@, —r)
_Nay, —ay +dy _na,  —a;—nr+a;
ay -y, (@, —r) ay Gy (@, —r)
n(an+1_r) _ n
Ay yy (g —1)  aya,

gdzie r oznacza réznice w ciagu arytmetycznym {a,}. Koniec dowodu.

B

40. a) Dla n = 1 mamy

X X
sin— + 2sin —-cos x
1+ 1+2cosx 2 2
—4+Cos x = =

2 2

X
2sin—
sin
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sinx+' 3 in> in
— +sin—x-—sin~ —
_sing s 2x s 2_s 2x
x x’
2sin - 2sin—
sm2 sm2

a wiec wzor jest stuszny dla n = 1.
Ustalmy teraz liczb¢ naturalna n i zalézmy, ze

1
) " sin(n+ §>x
§+ cos kx = ————~L—

x
- 2sin—
=1 sm2
Wtedy
1
| ntl sin<n+5>x
=+ Zcoskx=——f+cos(n+1)x=
2 2sin>
k=1 2
in(n+ D)xt2sinS-cosnrx sin(n+>
_s1 n 2x snzcos(n x_snn 2x
2sin§ 2sin%

co oznacza stuszno$¢ wzoru dla liczby n+ 1 i koniczy dowod na mocy zasady
indukcji matematyczne;.
Uwaga. W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy ze wzoru:
2sinacos ff = sin(a+ f)+sin (x— f).
b) Dla n = 1 mamy
25inx-sin~)2E cosi—cos—x

. 2 2
sinx = =

X X
2sin - 2sin —
2 2

co oznacza stuszno$¢ naszego wzoru dla n = 1.
Ustalmy teraz liczbg naturalna n i zalézmy, ze

n R X 1
cos~ —¢ 2
Z . 52 cos n+2 X
sinkx = .

X
2sin -

=1
k 2

Dla liczby n+ 1 mamy wtedy:

) X 1

ntl cos— —cos| n+ = | x
. 2 2
sinkx =

. X
=1 Zsmi

+sin(n+1)x =
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2

x 1 .X
cosE -cos(n+ —>x+231n§-sm(n+1)x

X
2s1n§

X +1 + +1 ‘+3
—cosz cos\n+ 5 )x+cos|nt 5 )x—cos{nt 2 |x

x
2sin -
sm2

z T4 2
_cosz cos{(n+1) 2x

b

x
2sin—
sm2

a wigc na podstawie zasady indukcji wzor jest stuszny dla kazdego n naturalnego.
¢) Korzystajac z udowodnionego w punkcie a wzoru mamy:

1
R 1 E sin <n+ §>(x+n)
§+Z(—l)kcoskx=§+zCosk(x-{-n): —
k=1

=1 2sinm
(—1)"cos n+1
5 )X

X
2 _
Cos 3

Koniec dowodu.

1-2
41. Dla n = 1 otrzymujemy 1 = (—1)° T Prawda.
Ustalmy liczb¢ ne N i zatozmy, ze

_ +1)
2224 (— 1y in? = (gt D)
b (e = (1 R
Dla liczby n+ 1 mamy wtedy:

(1I2=224 .+ (=) )+ (= 1)+ 1)? =

:(“])"—1 n(n2+1)+(__1)n(n+1)2 _
=(_1)"(n+1)[_g+(n+])}=(_1)n(n+1)——?l+:2271“+2=
=(—1)”(n+1)%2=(_1)n(n_"__1)2(n“+2).

Zatem rowno$¢ jest prawdziwa dla liczby n+ 1. Na podstawie zasady indukcji
matematycznej jest ona prawdziwa dla kazdego neN.
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42. Pozostawiamy to zadanie do samodzielnego rozwiazania przez Czytel-
nika. Mozna si¢ przy tym wzorowaé na rozwiazaniu zad. 8.

43. Wskazowka: Podstawi¢c we wzorze dwumianowym (zad. 16)
a=b=1

44. Wskazowka: Podstawi¢ we wzorze dwumianowym (zad. 16) a = 1,
b= —1.

45. Zadan w tym ,stylu” juz troch¢ bylo, np. zad. 4, 20, 22, 23, 25.
Rozwiazanie naszego zadania mozna wigc wzorowac na rozwiazaniach wspo-
mnianych zadan.

46. Wezmy n = 1. Wtedy liczba 2'*2-3'4+5-1 -4 = 25 jest oczywiscie
podzielna przez 25.

Zatozmy, ze liczba 2"* 2 - 3" + 5n — 4 jest podzielna przez 25, tzn. istnieje k € Z
takie, ze 2"*%-3"+ 5n—4 = 25k. Zgodnie z zasada indukcji nalezy pokazaé, ze
jest to prawda dla liczby n+ 1. Mamy:

2733 S(n4+1)—4=2-2""2-3-3"4 S5n4 54 =

=6-2""2-3"4+30n—24—-25n+25 = 6(2"*2- 3"+ Sn—4) +

+25(—n+1)=6-25k+25(—n+1) = 25(6k—n+1).

Poniewaz 6k —n+ 1€ Z, wigc wszystko w tym zadaniu jest zrobione.

47. Startujemy od liczby n = 2. Wtedy 22’ —6 = 16 —6 = 10. Oczywiscie 10
dzieli si¢ przez 10.

Dalej, ustalmy dowolnie ne N i zalézmy, ze 22" —6 dzieli si¢ przez 10, co
oznacza istnienie ke N takiego, ze 22"—6 = 10k. Trzeba teraz pokazal, ze
stwierdzenie z zadania jest prawdziwe dla n+ 1. Mamy:

22 —6=2"2—6=(27")-36+30 =

=[(2¥) —6%]+30 = (2" —6) (2*"+ 6)+30 =

= 10k (2*"+6)+3-10.

Poniewaz ostatnio otrzymana liczba jest naturaina, wiec dowod (poprzez zasade
indukcji) jest zakonczony.

48. Radzimy przeczyta¢ rozwigzania zad. 21, 26 lub 27. Wtedy dowod
twierdzenia w naszym zadaniu nie powinien by¢ trudny.

49. Najpierw troche poobliczamy. Mamy:

n3+n2 n_ 43’ +2n  n(@n*+3n+42)
6 2 3 6 B 6 B
_ n(n+1)(n+22

6
Mozemy teraz pojs¢ dwoma drogami.
Pierwsza z nich polega na zauwazeniu, ze

n(n+)(m+2) <n+2)

6 3
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Teraz wystarczy wykorzysta¢ odpowiednio stwierdzenie zawarte w naszym
nastgpnym zadaniu (zad. 50).
Druga mozliwo$¢ to zasada indukcji. Zauwazmy mianowicie, ze dla n = 1

X 1-2-3 . . N .
liczba e Jjest naturalna. Nastepnie, ustalmy dowolnie neN i zalézmy, ze

1 2 .
n(ﬂ_—g—(ﬁj;le N. Zastepujac n przez n+ 1 mamy:

n+1)(n+2)(n+3) nn+1)(n+2) + 3(n+1)(n+2) _

6 N 6 6
nmn+1)n+2) m+1)(n+2)
= + .
6 2
Aby zakonczy¢ dowod wystarczy tylko zauwazy¢, ze liczba (n+1)(n+2) jest
parzysta. Koniec pracy.

50. Twierdzenie jest stuszne dla n = 0. Ustalmy dowolniec neNu {0}

1 zalozmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla tego nidla k = 0,1,2, ..., n. Biorac

. . . . (n+1 n+1

teraz liczbe n+ 1 zauwazmy najpierw, ze o 1= Lisi
n

keN i 1 <k < n, wykorzystujac znane wlasnosci symbolu Newtona otrzy-
mujemy

n+1\ [ n + n
k) \k—1 k)’
+1
a wigc (n k ) jako suma liczb catkowitych (kn l) oraz <Z> (zatozenie

\
indukcyjne) jest liczba catkowita. To wszystko.

) = 1. Nastepnie jezeli

51. Dla n =1 mamy, ze 102—10-2+1 = 81. Zal6zmy, 7ze dla ustalonej
dowolnie liczby ne N liczba 10" — 10 (n+ 1)+ n dzieli si¢ przez 81. Pokazemy,
ze twierdzenie jest stuszne dla n+ 1, tzn., ze liczba 10" "2 — 10 (n +2) +n + 1 dzieli
si¢ przez 81. Mamy:

10" 2—10(n+2)+n+1=10-10""*—10(n+1)—10+n+1 =

=[10-10"""'—10*(n+ 1)+ 10n]+[90(n+1)—9n—9] =

=10[10"""—10(n+1)+n]+81n+81 =
=10[10"""'—10(n+1)+n]+81 (n+1).
Reszta jest juz prosta.

52. Gdy n =1, twierdzenie jest oczywiste. Ustalmy neN i zatozmy, ze
wielomian nx"*'—(n+1)x"+1 dzieli si¢ przez x>—2x+1. Dla liczby n+1
mamy:

M+ Dx""2—n+2)x" "'+l =nx-x"T 4 X" 2 —(n+ 1) x-x"—

_xn+1+1 :x[nxn+1_(n+l)xn+1]+[xn+2_xn+1_x+]] —

=x[nx""'—(n+ )x"+1]+(x—-1)(x" "1 —1) =

=x[nx""'—(n+ 1) x"+ 1]+ (x2=2x+1) (x"+x" "'+ . +x+1).
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Korzystajac teraz z zalozenia indukcyjnego wnioskujemy juz tatwo o praw-
dziwosci naszego twierdzenia dla n+ 1. To wszystko.

53. Wezmy n = 2 i dwie liczby dodatnie x,, x, takie, ze x, - x, = 1. Nalezy
1 xi+1
pokazac, ze x, +x, = 2. Ale x; +x, = x; + = lx , skad:
1 1
Xi+X, 22 xi+1 > 2x,<(x,— 1) >0,
a to jest prawda.

Zat6zmy dalej, ze twierdzenie jest prawdziwe dla ustalonej liczby n,
n>2. Wezmy dalej n+1 liczb dodatnich y,,y,,..,y,, V.., i takich, Ze
Vi'V2 e Va1 Vn Vnse1 = 1. Jezeli y; =1 dla i=1,..,n+1, twierdzenie jest
oczywiste. Jezeli nie wszystkie te liczby sa rowne 1, to musi by¢ wsrdd nich jedna
wigksza i druga mniejsza od 1. Zalézmy, ze liczby te sa tak ponumerowane, ze
Vo<1, y,,, > 1. Wtedy piszac iloczyn w postaci

YitYa o YaeaVn Yurd) = 1
i wykorzystujac zatozenie, otrzymamy, ze
Vit Vot oo Vo FVnVus =0
Aby zakonczy¢ dowdd wystarczy pokazaé, ze

=Yy Vper Z 0+ 1=y, =y,
Ale

M= Yn Vnrr 2 0 H =Y =Y SV =Yy Vi 2

Zl=y, ==y )= 1=y, <

< V,= DU =y,4,) 20,
a to jest prawda. Zatem nasze twierdzenie jest prawdziwe dla liczby n+ 1. Na
mocy zasady indukcji jest ono prawdziwe dla kazdego nelN, n > 2.

54. Jezeli przynajmniej jedna z liczb x, x,, ...,x, jest rOwna 0, nierownos¢
jest oczywista. Zatdézmy wigc, 7e x; > D dla i = 1,2,..,n i okreSlmy

Oczywiscie y; > 0 oraz y,-y,-..-y, = 1. Korzystaine z zad. 53 wnioskujemy
stad, ze y, +y,+ ... +y, = n. Nierownosc¢ ta jest, jak fatwo sprawdzié, rowno-
wazna naszej nieroOwnosci.
55. W nieréwnosci z zad. 54 przyjmujemy x; = i,i = 1,2, ..., n. Wtedy mamy
- 1424+ .. +n
vl < P2
n

lub rownowaznie

< n+1\"
'<{— )




192 I. INDUKCJA MATEMATYCZNA

56. Nier6wnosc¢ ta jest szczegolnym przypadkiem nierownosci z zad. 54,
jezeli przyjmiemy w niej x; = i%,i = 1,2, ..., n. Sprawdzic to (skorzystac z zad. 2).

. e x X X, _ x o
57. Jezeli przyjmiemy y, = —1,y2 = —3,...,y"_1 =2l =0 to widad,
X2

n
x3 Xn X1

Z€ Y, Yy Vo = 1. Z zad. 53 wynika teraz, ze y, +y,+ ... +y, = n, a to jest juz
nasza nierownosc.

58. Latwo obliczy¢ (bawiac si¢ np. monetami), ze dla n = 1 mamy tylko
jeden ruch, co zapisujemy w postaci 2' — 1, za$ dla n = 2 sa trzy ruchy, co pi-
szemy jako 2% —1. Stad mozna wnioskowa¢, ze dla dowolnego ne N minimal-
na ilo§¢ ruchow potrzebnych do zbudowania piramidy na trzecim polu jest
rowna 2"—1.

Udowodnimy to stosujac zasade indukcji matematycznej. Dla n = 1 mamy
juz to sprawdzone. Ustalmy teraz dowolnie neN i zalozmy, ze nasze twierdze-
nie jest prawdziwe dla n. Wezmy nastgpnie piramide z n+1 krazkow na
pierwszym polu. Korzystajac z zatozenia budujemy w 2"—1 ruchach piramide
z n krazkow (nie ruszajac tego dolnego z pierwszego pola) na drugim polu.
Nastepnie najwickszy krazek przenosimy z pierwszego pola na trzecie i pira-
mide z drugiego pola w 2"—1 ruchach ustawiamy na najwigkszym krazku na
trzecim polu.

Laczna liczba ruchow wynosi: 2"—1+4+1+42"-1=2-2"—1=2""1—1.
Koniec dowodu.

59. a) Dla n = 1 nierdbwnos¢ jest oczywiscie prawdziwa. Zalozmy, ze jest
ona prawdziwa dla ustalonej liczby neN. Dla liczby n+ 1 mamy:
nk +1

k+1

o k+1 . k+1 . k+1 (n+ 1)1
S T n = .
k+1|\ o )" k+1 k+1

Ostatecznie dowodzi to nierdwnosci dla kazdego ne M.

42k L+ (n— D +n* < +n* <

b) Podobnie sprawdzamy, ze nierownos¢ jest prawdziwa dla n = 1. Jezeli
jest ona prawdziwa dla n, to zachodzi tez dla n+ 1, gdyz:

nl—l/k (n+1)1_”" n 1 k
: DL i EPRE RSN SELE
f—ik He+D ik T SaaU Tk

Ta ostatnia nierownos$¢ jest prawdziwa na mocy nierdwnosci Bernoulliego
(por. zad. 7):

G LI L I
n+1 nk) ~ n+1 n)

Koniec dowodu.
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60. Okreslmy funkcje B,(x) przyjmujac, ze B,(x) = (1+x)", gdzie n jest
ustalong liczba naturalna. Zauwazmy, Ze:

B(x)" B,y(x) = (14X (14" = (14 X" = B, ,(x),
dla dowolnych n,meN. Z zad. 16 otrzymujemy, ze

n

B, (x) = Z <n>x"_i =1+nx+ <n>x2+ +x"
e ; 5 )

i=0
Teraz, porownujac wspotczynniki po obydwu stronach rownosci B, (x) - B,,(x) =
= B, ,(x) otrzymujemy zadana rownosc.

61. Podstawiajac w rownosci z zad. 60 m = k = n i korzystajac z faktu, ze

n n . , . . .
( ) = < ) latwo otrzymujemy réwnos¢ wystgpujaca w naszym zadaniu.
n—i

62. Ograniczymy si¢ do wskazowki, ktora jednak powinna by¢ wystar-
czajaca:

Jezeli mamy na plaszczyznie n prostych i poprowadzimy, zgodnie z warun-
kami zadania, n+ 1-sza prosta, to przecina ona kazda z n prostych dzielac przy
tym kazdy z n+ 1 poprzednio wyznaczonych obszarow na dwie czgsci.

Yy nn+1
Odpowiedz: 1+ —(—2——)
63. Dla n = 1 nie ma obszarow ograniczonych. Zaléozmy teraz, ze dla

. ... .. (n=1n-=2)
n prostych jest nie wigcej niz B

obszardéw ograniczonych. Nastepna,

n+ l-sza prosta daje co najwyzej n— 1 nowych obszarow ograniczonych, gdyz
jest nie wiecej niz n punktow przeciecia z pozostatymi prostymi, a wigc nie wigge]
niz n— 1 odcinkow, ktore moga by¢ brzegami obszarow ograniczonych. W sumie

1 1
otrzymujemy nie wigcej niz E(n-—l)(n—2)+n——1 =(n—l)[§(n—2)+l}=

1 . oy
=3 n(n— 1) obszarow ograniczonych dla n + 1 prostych. Zasada indukcji konezy
dowod.

64. Dla n = 1 rOwnos¢ jest oczywista. Zalozmy wigc, ze jest ona prawdziwa
dla n. Dla n+1 mamy:

1 1 1 n
(arctgi + .. +arctg§p> +arctg~2—m = arctg —— +

n+1
n 1
+ 2
+arct ! = arct ntl 2(+1) = arct n+l
B+~ gl n L T

T nl 2(n+1)?
Koniec dowodu.
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. . X+
Uwaga. SkorzystaliSmy tutaj ze wzoru arctgx +arctgy = arctg I v
Wzor ten otrzymamy latwo ze znanego z trygonometrii wzoru
tgo+tgf
tga+p)=——"""—7,
1—tga-tgf

jezeli podstawimy tgo = x, tgf = y.

65. Stosujemy zasad¢ indukcji. Dla n =1 nierdbwnos$¢ jest oczywista.
Przepiszmy teraz nasza nierownos¢ w rownowaznej postaci

nl=m+1)e™ ™

Zauwazmy, ze przy zwigkszaniu si¢ n o 1 lewa strona nierdwnosci zwicksza

si¢ n+1 razy. Dla dowodu kroku indukcyjnego wystarczy wiec wykazaé, ze
prawa strona zwiekszy si¢ nie wigcej niz n+ 1 razy, tzn., ze zachodzi nieréwnosé

(n+2)n+ 1. e~(n+ 1)
n+1)"-e "
Przepisujac t¢ nierdwno$¢ w postaci rownowaznej otrzymujemy

n+2 n+1
< e,
n+1

co jest nierownoscia prawdziwa, gdyz

n+2 n+1 1 n+1
<n+1> =<1+n—+1> — e przy n — oo

1to w sposob rosnacy (por. zad. 19 z rozdz. VI).

<n+1.

66. Jezeli n = 1, to nierownosc jest prawdziwa, bo 1 > 3 Zalozmy, ze jest

ona prawdziwa dla n. Dla n+ 1 mamy:

oo (e (e ()

n

Ostatnia nierownos$¢ wynika stad, ze

ln
<1+—> <e<3
n

(por. zad. 19 z rozdz. VI).

1 n
67. Korzystajac z zad. 55 mamy, ze n! < <%> . Stad

< (Y — 2"@” f"--<1+—%)n<e al
(-

Rowniez tutaj korzystamy z zad. 19 z rozdz. VL
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68. Dlan = 1 mamy 2 < 4- 1, wigc nierownosc jest prawdziwa. Zatozmy, ze
jest ona prawdziwa dla n. Pokazemy jej prawdziwosc¢ dla n+ 1. Mamy:
(2n+2)! = 2n)! 2n+1)(2n+2) < 2*(n!)*2n+1)(2n+2) =
22 (n!)* (2n+1)(2n+2)

= 2"+ D o e

< 22" 2 (4 )],
bowiem
222 2n+1)(2n+2) 2041
P ) 22

Stosujac zasade indukcji konczymy dowod.

69. Biorac n = 3 otrzymujemy: 3* = 81 > 4° = 64. Ustalmy nelN, n >3
i zalozmy, ze nierownos¢ jest prawdziwa dla n. Stad latwo otrzymujemy

(n+ 1)2(n+ 1)
>—_._
nn+l

(n+ 1)n+2

1 2(n+1)
Ale (L—F—'%LT— > (n+2)"*! i koniec dowodu.
n

70. Nieréwno$¢ mozna udowodni¢ przez indukcje. Jest jednak prostszy
dowod, mianowicie:

n__ ~2n __ 2n __ 2" 2n
4" =2""=(1+1) —<0>+<1>+...+
<2n> (2n> <2n>
+ + ...+ > .
n 2n n

71. Dla n = 1 nierobwno$¢ oczywiscie zachodzi. Zatozmy dalej, ze jest ona
prawdziwa dla ustalonej liczby naturalnej n. Udowodnimy ja dla liczby n+1.
Mamy:

(2 (n+ 1)) _(@n+2)@2n+1)2n)!  2(2n+1) <2n> -

n+1 (n+1)n!(n+1)n! n+1 \n)”
2(2n+1) 4" grt 2n+1 grti

nHl 2 n 2 el 2 nntl) 2 nrl

co wynika stad, ze 2n+1 = /4n>+4n+1 > JAnt+4n =2 /n(n+1). W ten
sposob konczymy dowod.

=

1 1
72. Dla n = 1 mamy: 2 < f’ co jest prawda. Zakladajac prawdziwosc¢

nieréwnosci dla n, mamy dla n+1:

1'3‘ ‘2n—1‘2n+1< 1 _2n+1_
247 2n 2n+42 m+1 2n+2
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I /2n+3 2n+1 1 4n2+8n+3< 1
T 23 Jrl 32 g3 Nani8nid © Japi3

Teraz zasada indukgji i koniec dowodu.

73. Liczby a,, a, oraz ay = 3, a, = 11 sa catkowite, nieparzyste. Przypus¢-
my, ze liczby a, a,, ..., a, sa calkowite, gdzie n > 4 jest ustalona liczba naturalng.
Mamy:

24— <a§_1+2>2+2 _ ag—y+4a_ +4+2a2_, _

2

an—2 w2

an_i+4ai_+2(ak_,+2) _anoy+4ar_+2a, ja, , B
ap_, ay > a
_ a, (an-1+4a,_,+2a, )

- 2
ay -2

Zauwazmy, ze liczby a, , i a,l 5> Sa wzglf;dme pierwsze (a, , jest nieparzyste,
a wigc wzglednie pierwsze z a? _, + 2), czyli a2 4 2 dzieli si¢ przez a, ,astada,,,
jest liczbg catkowita, nieparzysta.

74. Z okreSlenia ciagu {c,} wynika, ze wszystkie jego wyrazy sa dodatnie.
Dalej zauwazmy, ze

\/E</1—a+%2=\/<l—g>2=

a a
= l _—— —
‘ 2 2
Stad b, =1—/1—a—c, > 0.
Ustalmy dalej liczbe naturalna n i zalozmy, ze b, > 0. Mamy teraz
2

byyi=1—/1—a—c,,, =1—/1—a— “J;C" -
= M- yTap—e] =
= é—( —1-a—-c)(1-/l—a+c,)=

1
2b,,(l —1—a+c,)

=l-Zz=1—c,.

Poniewaz ¢, > 011 > /1—a, wigc b, , > 0. Zasada indukcji koriczy dowod.

75. Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste. Zalozmy, ze kazdy uktad n punk-
tow ma centrum. Rozpatrzmy punkty a,,a,, .. ,4,,a,, ;- Niech x bedzie centrum
dla uktadu punktow a,,a,,...,a, Rozwazmy zbiér A zlozony z punktdw, do
ktorych mozna dojs¢ z x w jednym kroku. Sa dwie mozliwosci:
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1° Istnieje strzatka z x do a,, ; wtedy x jest centrum dla a,,a,,...,a,, ;
2° Kazda strzatka taczaca a,, , 1ze Aidzie od a,, , do z — wtedy a,, , jest
centrum dla a,,a,,...,a,, .
Koniec dowodu.

76. Wystarczy zauwazy¢, ze (x2 —x + 1) (x> + x+ 1) = x*+ x? + 1. Stad wy-
nika, ze dla kazdego n > 1 zachodzi

2" —x2" )X ) = X+ L
Rownos¢ z zadania jest wnioskiem z tych rownosci. Mozna to udowodnic za
pomoca indukcji matematycznej, co zostawiamy jako samodzielne ¢wiczenie.

on+1

77. Dla n = 1 otrzymujemy, ze
(x* =D —=x2+x—D+x+1Dx® = x"—x®+x°—
—x* =X Xt —x L+ x X = xT = xP X x? -
—x+1=(*—x+1)(x>+1).
Zalozmy, ze dla ustalonego ne M jest
(=D =X Hx =1+ (x+ D) x* 71 = g (x) (x> +1).
Pokazemy, 7e (x*—1)(x3—x2+x—1)"" 4 (x+1)x*"*3 tez dzieli si¢ przez
x>+ 1.
Z zalozenia indukcyjnego
(=D =2+ x—1)'=qx) (x> + D) —(x+ 1) x* "1,
wiec
(x4__1)(x3_x2+x_1)n+1+(x+1)x4n+3 —
=[q(x)x°+D)—(x+D)x*" (x> —x>+x—1)+(x+
+D)x*"*3 = g(x) (x> —x*+x— D>+ D)+ (x+
+)x* H(=x3 4+ x2—x+14+xY) = q(x) (x> —x*+x—
— D+ D +xT X+ 1),
co na mocy zasady indukcji oznacza, ze zadana podzielno$¢ zachodzi dla
kazdego naturalnego n.

78. Zauwazmy, ze

n* n* 1ln* n 1
~ S = (n*+6n*+11n? -
24+4+ 4 +4 24(n+n+ n*+6n)

1 n+3
=ﬁn(n+1)(n+2)(n+3)=< )

4
Zatem nasze twierdzenie jest wnioskiem z zad. 50.

79. Przyjmijmy w = 14+a. Wtedy oczywiscie a = 0. Korzystajac ze
wzoru dwumianowego Newtona (por. zad. 16) mamy:

n=(1+a)"=1+<n>a+<n>a2+...+<n>a">

1 2 ‘\n

> 14" ar (a2 z 14(")ar =14 10D
- 1 2/ 7 2] 2 '
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2 .
Stad a* < -, a wiec
n

:/E=1+a<1+ﬁ.
n

80. Dla n = 1 mamy

1

1
Z <Z>ka"b""‘ = (1>a1b° =a=1-a(a+b)°.

k=1
Ustalmy ne N i zalézmy, ze

n

Z <Z> ka*b" % = na(a+b)" .

k=1
Wowczas
n+1 n+1
n+1 kpn+l—k _ n h kpn+1—k _
Z( K )kab = K1 + k ka*b =
) n+1 - n
_ h k—1pn—(k—1) h kpn—k _
aZ(k_]>ka b +bz<k>kab
k=1 k=1
_ h kpn—k M\ kpn—k _
—az <k>(k+1)ab +b2(k>kab
k=0 k=1
_ W\ kpn—k Y kpn—k MY kpn—k _
—az<k>kab +az<k>ab +bz<k)ab
k=0 k=0 k=1

=ana(a+b)" " '+a(a+b)"+bna(a+b)" ! =
=na(a+b)"+a(a+b)y" =(n+1)a(a+b).
Zatem wzor jest stuszny dla kazdego nelN.

81. a) Jest to szczegdlny przypadek wzoru z zad. 80 dla a = b = 1.
b) Jezeli we wzorze z zad. 80 podstawimy a = —1, b = 1, to otrzymamy
nasz wzor.



Rozpziar 11

RACHUNEK ZBIOROW

1. Poniewaz B < A, wiecc AuB=A, AnB=B.

2. A=1{1,3,57,.), B={4,81216,..}, wicc An B = .

3. An B = {10,50,90,130,....}.

5. Zbior A jest na plaszczyznie xOy kotem o srodku w punkcie O(0,0)
i promieniu 1. Poniewaz nierdwno$¢ x* —2x + y? < 3 jest rownowazna nierow-
nosci (x—1)2+y? < 4, wigc zbior B jest kotem o $rodku w punkcie O,(1,0)

1 promieniu réwnym 2. Stad juz tatwo widac (sporzadzi¢ rysunek!), ze 4 = B,
azattm AnB= A, A\ B = {.

6.a=ﬁluba=—\/§.

12. Oznaczmy przez L zbior stojacy po lewej, zas przez P zbior stojacy po
prawej stronie naszej roOwnosci. Dla pokazania, ze L= P nalezy udowodnic¢, ze
x€ L<>xe P. Korzystajac z definicji sumy i iloczynu zbiorow, mamy:

xeLexeAv(xeBAaxe(),
xeP<(xeAvxeB)an(xeAvxe().

Oznaczmy teraz x € A przez p, x € B przez q, za$ xe C przez r. Wtedy
(xeL<xeP)<={[pv(gar]<
<[(pvarlpvrl
Zdanie po prawej stronie jest znanym prawem logicznym (rozdzielnos¢ alter-
natywy wzgledem koniunkcji), skad wynika prawdziwos¢ dowodzonej rownosci.

13. Udowodnimy np. réwnos¢ a. Zauwazmy, ze x€(4 U B) <
> ~(xeAdvxeB)e ~(xedA)A ~(xeB)<>xeA' AxeB' < xe(A'nB’), co
konczy dowdd.

14. Mamy: xe AA\B<>x€AA ~(xeB)<xecAArxeB <xecAnB.

15. Korzystajac z zad. 11 i 14 otrzymujemy:
(AuBInA'=AnA UBNnA =0UBnA =BnA =B\A.



200 1. RACHUNEK ZBIOROW

17. Korzystamy ze wzorow z zad. 14, 13 oraz 11. Otrzymujemy:

ArB=(AUB\(ANB) =(AuB n(AnB) =

=(AuB)Nn(AUB)=[An(A UB)]U[Bn (A" UB)] =

=(AnA)u(ANB)UBNA)U(BNB)=

=(ANnB)u(BnA)=(A\B)uU(B\ A).

18. Poniewaz AnBc A, wigc Au(An B)= A. Ponadto z tego, ze
Ac AU B wynika, 726 An (AU B) = A.

19. Z zadania 14 1 11 otrzymujemy:

(AUB)\C=(AUB)NC' =(AnC)U(BNC) =
=(A\C)uU(B\ O).

20. Wykorzystujemy zwiazki zawarte w zad. 14, 13 i 11. Mamy wtedy:

A\N(B\C)=An(BnC)Y=AnB uC(C)=

=(AnB)u(AnC)=(A\B)u(A4nC).

21. Biorac pod uwage zad. 14, 13 i 10, mamy:

A\NBuC)=AnBuC)y=AnB' nC)=

=(ANnB)nC' =(A\B)nC'=(4A\ B)\ C.

22. Korzystamy z zad. 14 i 10:

(AN\BynB=(ANnB)nB=An(BNnB)=An 0 = .

24. Zalozmy, ze Ai Bsa podzbiorami jakiegos zbioru X. Wtedy, korzystajac
zzad. 14,9, 111 12, otrzymujemy:

(A\Byu(B\A)u(AnB)=(AnB)u(BNnA)U(ANB) =

=[(AnB)u(AnBJUBNA)=[An(B UB]uUBNA)=

=(AnX)UBNA)=AUuBNnA)=(AUBNAUA)=

=(AuBnNnX=A4AUB

25. Korzystamy z zadan o numerach 11, 14, 10. Mamy:

[ANBUCOI\B=[(AnB)U(ANC)]nB =(AnBNB)uU

VANCAB)=(AnPu(AnCnB)=0u[(AnB)nC] =

=(A\B)nC.

26. Nie. Pokazac to na przykladzie!

27. Udowodnimy dla przyktadu punkt a. Korzystajac z zad. 14, 13 i 11
mamy:

AN(ANnB)=An(ANnBY =An(A UB)=

=(AnA)U(ANB)=0U(ANnB)=ANB = A\B.

28. Jezeli A < B,to An B = A. Stad i z zad. 14, 13 oraz 11 mamy:

B\(B\A)=BA(BNAY =Bn(B UA) =
—(BAB)UBNA) =0uAd=A.
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30. Korzystajaczzad. 14,131 11 orazz faktu,‘ze X n Yc< X dla dowolnych
X 1Y, otrzymujemy:

(A\NB)\(C\D)=(AnB)n(CADY) =

=(AnB)Nn(C'UD)=(AnB NnCYU(ANB NnD)c

c(AnC)u(DnB)=(A\C)u(D\B).

31. Z zalozenia mamy, ze sa prawdziwe nastepujace implikacje:
xeA=xeC, xeB=xeD.

Aby udowodni¢, ze AU B = C U D nalezy wykaza¢ prawdziwo$é¢ implikacji
[(xeAd) v (xeB)]=[(xeC) v (xeD)].

Ze wzgledu na nasze zatozenia implikacja ta jest zawsze prawdziwa.
Podobnie pokazujemy, z¢ AnB < Cn D.
32. Nalezy pokaza¢ prawdziwos¢ implikacji

[(xed=xeC) A (xeB=xeD)] = {[(xe A) A
A ~(xeD)]=[(xeC) A ~(xeB)]}.

Oznaczmy xe A przez p,xeB przez q, xe C przez r, zas xeD przez s. Dla
dowodu wystarczy sprawdzi¢, ze nastgpujace wyrazenie jest prawem lo-
gicznym

[p=rAr@=s1=[p A ~s)=(@ Ar~qg)
Pozostawiamy to Czytelnikowi.

36. a) Jest to powierzchnia walca, ktérego o jest rownolegla do osi Oz
1 ktorego rzut prostopadly na plaszczyzng xOy jest zadanym okregiem, a rzut
prostopadty na o$ Oz jest przedziatem (a, b).

37. AxBxC liczy n-m-k elementow.

38. a) Mamy:
(x,9))e(AUB)xC<>(xeAUB)AyeC<
<(xeAvxeB)ayeC.
Korzystajac z rozdzielnosci koniunkcji wzgledem alternatywy, otrzymujemy
dale;j:
(x,))e(AUB)xC<[(xeAAyeC)v(xeBA
AyeC)]<=[(x,y)eAxCvV(x,y)eBxC]<=
<(x,y)e(AxC)u(BxC),
b) (x,y))e(ANB)xC<[(xeAnB)AyeC]<
<> [(xeAAxeB)ayeCle[(xeAryeC)A
AxeBAyeC)]<=[(x,y)eAxC] A
Ax,y)eEBXxC<=(x,y)e(Ax C)n (B xC).

Dowod rownosci z ¢ pozostawiamy Czytelnikowi.
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40. Przeksztalcajac lewa strong naszej rownosci i korzystajac z zad. 38a)
oraz 19, otrzymamy:

(AxB)\(CxD)={[(A\C)u(AmC)]xB}\(CxD)=
= {[A\ C)x B]U[(4 ~ C)x BI}\(C x D) =
= {[(4\ C)x BI\(C x D)} U {[(4 n C)x B]\ (C x D)}.

Stad juz wynika zadana rownos¢, poniewaz
[(A\NC)x B]J\(CxD)=(A\C)x B
oraz
[(AnC)x B]\(CxD) =(4AnC)x(B\D).
Rzeczywiscie, mamy:

(x,y)e[(A\NC)x B]\(CxD)<>xe AA ~ (xeC)A
AYEBA[~(xeC)v ~(yeD)]<[xeAAr ~(xeC)A
AyeEBA~(xeC)v[xeAA~(xeC)AyeBA
A~ (yeD)]<=[xedAAr~(xeC)AyeB]v
vixeAr ~(xeC)AyeBA ~(yeD)]<=
<(xeA\CAyeB)v(xeA\CAyeB\ D)<=
<(x,y)e(4\ C) x B,

poniewaz (A\ C)x (B\ D) = (4\ C)x B.
Podobnie:
(x,y)e(ANC)x B]\(CxD)<=(xe ArxeCA
AYEB)A[~(xeC)v ~(yeD)]<=[xeAArxeCnh
AYyeEBA~(xeC)]v[xeArxeCAyeBA
A~ (yeD)]<=(x,y)edv(xeAnCn
AyeB\ D)<= (x,y)e(4 n C)x(B\ D).

42. O A, =(1,3].

n=1

43. () 4,=90

n=1
44. U A,=A,=[—-12], ﬂ A, = {1}.

n=1 . n=1
45. A, =[—1* *]dlateR Stad () 4, = 4, = {0}.

teR
46. Mamy:
2 2
U A,=UA,UUA,=U _OO'_UU -+ |=RUR=R
teR\ {0} t>0 t<0 t>0 t t<0 t
Podobnie

| A=) 40 ) A =(—0,0]n[0, +cw)= {0

telR\ {0} t>0 t<0
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48. Mamy:

xeAn ) A,@(xeA)/\<\/xeA,>©

teT teT

< \/(xeAdrxeAd)<=\/xeAn A<

teT teT

<xel)(AnA).

teT

50. Korzystamy z zad. 14, 8 i 48; otrzymujemy wtedy:

(U A,>\A =<U A,)mA'= U (A,n A=) (4,\ A).

teT teT teT teT

54. Wskazowka: Skorzysta¢ z zad. 17.

55. Stosujac wzory z zad. 14, 11 i 13, otrzymujemy:

ArB=(A\B)uB\A)=(A'nB)Yu(BnA) =
=(AuBYU(AnB) =[(AuBN(ANB)] =[(AUB)N
NA'UB)] ={[(AVB NAJU[(AUuB) NB']} =
=[(B\A)u(4A\B)] = (42 B).

Druga rownos$¢ jest prosta konsekwencja zad. 54.

56. Korzystajac z zad. 14 i 55 mozemy lewa stron¢ L oraz prawa strong
P naszej rownosci przeksztalci¢ nastgpujaco:

L=(AaB)rC=[(ArB)nCJu[Cn(AaB)] =
=[(AaB)nC'Ju[Cn (A rB)] ={[(AnB)u
UBNANNCIu{Cn[(AnB)u(BnA)]} =
=[(AnB' NnCYuBNnANC)u
ul[(CnA nB)Yu(AnBn ()],
P=ArBaCO)=[An(BaC)]lu[(BaCnA]=
=[An(B2C)JU{[BNCYU(CNB)NA"} =
=An[(BnC)u(BNnOJju[(A nBnC)u
UA'nB nCO)]=[AnB nCYu(AnBn(C)]u
ulA "B CYu(A nB nO)].

Stad juz wida¢, ze L= P.
57. Stosujac zwiazki ustalone w zad. 14 i 11, mamy:
ANn(BaC)=An[(B\C)u(C\B]=[AnB\O)]u
Ul[An(C\B]=(AnBnC)Y)u(AnCnB)=
=[(AnB\Clu[(An )\ B].

Poniewaz (AN B)\C =(AnB)\(ANC) oraz (AnC)\B=(AnC)\(An B)
(sprawdzic!), wigc ostatecznie

AN(BsC)=(ANB)a(AnC).
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59. Biorac pod uwagg zad. 56 i 58, otrzymujemy:
Ar(AaB)y=(AarA)aB= (arB=B.

60. Po prostych przeksztalceniach otrzymamy:
AaBa(AnB)=(AaB)a(AnB)=[(AuB)\(ANnB)]a
a(4nB) ={[(AuB)\(AnB)]\(An B)u [(4nB)\
\[(AuB)\(AnB)]} =[(AuB\(AnBJu(AnB)= AUB.

61. Napiszmy
Ar(ANB)=[A\(ANBJU[(AnB)\ 4] =
= A\(AnB)=A\B,

co daje wlasnie zadang réwnosc.

62. Wskazowka: Skorzystac z zad. 60.
63. Korzystamy z zad. 14, 47 oraz 49. Wtedy otrzymamy:

(G0 (0 2)-(0.4)o(0,2) (0, )~(2)-
“(04) (0 2)- 0 [ (0 )]

= Ul (4,NB,) = U1 (4,\ B,).

64. Ustalmy dowolnie liczby naturalne m, n i niech m > n. Wtedy
A,NA,=A,oraz A,_| o A,. Stad i z zad. 14 mamy:

B,nB,=(A4,\A,_ )" (4,\A, ) = (4,0 A1) O

(AN AL ) = (A A) O (A A A y) = A, Al

cA,NnA,=90
Zatem zbiory ciagu {B,},.y sa parami rozlaczne.

a) Korzystajacztego, ze ciag {4, },.yjest wstepujacy oraz z prawa tacznosci
dla dodawania zbiorow, otrzymujemy kolejno:

BiuB,u..UB, = A, U(A,\A,)U(A;\4,) U ..U

V(A N\A, ) =[4,0(4,\ 4))] U453\ 4)u..u

VA NA,_ ) =[A, 045\ 4,)]u .. U (4,\4,_ ) =

=.=4,

b) jest to konsekwencja rownosci z a.

65. Z naszych zalozen wynika, ze B, > ()| B, oraz 4, > () 4,, dla

n=1 n=1

k =1,2,.. Stad otrzymujemy:

(A4 (A m)= (a0 A ) (a0 () B)n e

c(A,UB)N(A,UB,)N..= ﬁ (4, B,).

n=1
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Aby udowodni¢ inkluzj¢ odwrotna zalozmy, ze

(3}

Wtedy mamy:
~<xe ﬂ A,vxe () Bn>¢>~<xe N A,,>A~<xe N B"><:>
n=1 n=1 n=1 n=1
< XE€E U AnAXxe U B, < <\/xeA,;>A<\/xeB;">
n=1 keN melN

Wezmy n = max {k, m} Wtedy z faktu, ze ciagi {A,},cn 1 {B,}acn S8 Zstepujace,
wynika dalej:

(xe m A vV XE m ) \/XGA;,/\XEB;@

n=1 neN
o©

Q\/xeA’r\B’@xe U (A, " B;) <

neN

n=1 n=1

o~ <xe ﬁ (AnuB")>.

n=1

<Xxe U (A,U B,) c»xe( () (4, uB)>

W ten sposob konczymy dowod.

66. Wskazowka: Zastosowaé metode analogiczna jak w rozwiazaniu
zad. 65.

67. a) Korzystajac z zaleznosci ustalonych w zad. 14, 11 i 13, mamy:

(0.4):(02)=1(04)~(H,m)][(0,7)
" ( 1As>] < (U (4,0 Bé)) o <U (B A;)> -

= U [t n B) U B Ag) = U (4,2B)

i=1

HD:

Dowdd zaleznosci z punktu b pozostawiamy jako samodzielne ¢wiczenie.

68. Z zalozenia wynika, ze wszystkie skladniki sumy po prawej stronie
dowodzonej rownosci sa podzbiorami zbioru A4, wiec (por. zad. 52)

(Ag\ A V(A \A) u(A,\A5)u..u [ A4, < A,
n=0
Dowod inkluzji odwrotnej przeprowadzimy metoda niewprost. Przypus¢my
wiec, ze x€ A, oraz

x¢|:(Ao\A1)U(A1\Az)U(Az\A3)U--~U ﬁ An]‘

n=0



206 I. RACHUNEK ZBIOROW
Stad i z zad. 47 wynika, ze:
x¢ () A,
n=0

oraz

AN x¢AN Ay

ieNuU {0}
Z pierwszej z powyzszych zaleznosci wynika, ze istnieje ne N takie, ze x¢ A4,.
Oznaczmy

ny, = min {n: x¢ A4,}.

Oczywiscie (z zalozenia) n, > 1. Ponadto mamy, ze xeA, , a zatem
xeA, _,\ A, Daje to sprzecznos¢ z druga z powyzszych zaleznosci i konczy
dowod.

69. Przeksztalémy prawa stron¢ naszej rownosci, korzystajac z zad. 68
oraz 47:

A\ [(Ap\ AL (A,\Ax)u . ] = [(AO\AI)U(AI \A,)u(A4,\ 43) v

U...yU ﬁ An]ﬁ( U (AZi\A2i+l>'
i=0

n=0

Dalej, korzystajac z zad. 48 1 49, mamy:

A\ [(Ap\ AU (A, \Ay)u ] = [(AO\AI)n 6 (AZi\A2i+1)/:|U

0

U|:(A1\Az)ﬁ ﬂ (AZE\A2i+1),:| U{[ ﬂ An:Im ﬁ (AZi\AZiJrl)I} =
i=0 n=0 i=0
= [6 (AZi\A2i+1)Im(AO\\A1)j|U[.a (A \ Az 1) O(A, \Az):|U

u...u{ ﬁ l:(AZi\AZH)’m (03 A,]}.

i=0

Poniewaz, jak tatwo sprawdzi¢

ﬂ (A \ Az ) N(Ay\ Ay i) =9
i=0

i=

dla k =0,1,2,... oraz
ﬂ (A2 \ Az ) O (Agy N Ay) = Ay \ Ay,
i=0

dla k = 1,2,..., a ponadto

,|:(A2i\A2i+1)/m ﬂ An:|: m A,
n=0

0 n=0

DX

Il

i
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wiec dalej otrzymujemy
A\ [(A\ A4 v (4, \43) v ..l =(4\ ) v

U(As\A)u..u () A,
n=0
i koniec dowodu.
70. Stosujac do prawej strony zaleznosci z zad. 14, 47, 48 i 11, mozemy
napisac:

A\ G (Al\An)=Am< U (Al\An)> =40 ﬁ (4,\4,) =
n=2

n=2 n=2

=A,n (A n4)y=4,n ) (41u4d)= () [(4, nADv
n=2 n=2 n=2

v(A,nA)]= () A nA)=A4,n () 4,= () A,
n=2 n=2 n=1
71. Poniewaz A,\(4; WA, U..UA,_,) c A,, wigc prawa strona naszego
wyrazenia P zawiera si¢ w lewej stronie L.
Aby udowodni¢, ze L= P wystarczy pokazaé, ze P’ < L’ (por. zad. 29).
Zalozmy wiec, ze x € P'. Wtedy otrzymujemy:

~(xeP)<>~<x€eA, vXxe [AN\NA, VAU ..U
1 n 1 2

n=2

uAn,l)]}© ~ {xeAlv \/ xe[4,\(4; U4, U..U

nz?2

uA,,_l)]}c» ~ {xeAlv[ \/ (xed)A ~(xeAd, UA, U

n=2

U...U A,,_l)]}c»xqéAl AN [x¢A)v(xed)v

nz?2

V(ixeAd,)v..v(xeAd,_ )]

Z faktu, ze ostatnie z powyzszych zdan jest z zalozenia zdaniem prawdziwym
wynika, ze x¢ A, dla kazdego nelN, co daje, ze x¢L. Zeby to pokazal
przypusémy, ze dla pewnego neN zachodzi xe 4,. Niech k = min {n:xe 4,}.
Oczywiscie k = 2, bo x¢ A,.

Wtedy mamy, ze

X¢A AXEA, AN AXEA_AXEA
jest zdaniem prawdziwym, wobec czego zdanie

N (x¢gA)v(xed)v..v(xeA,_,)

n=?2
jest zdaniem falszywym, wigc tez

x¢ A A N\ [(x¢A)v(xed)v..v(xed, )]

nz2
jest zdaniem falszywym.
Otrzymana sprzecznos§¢ konczy dowod.
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74. liminf A, = [0,1), limsup 4, = [0, 1]. Zatem ciag ten nie jest zbiezny.

76. Mamy:
ﬂA"c<ﬂA">u<ﬂAnH> <ﬂAn+2> . =liminf A4,
n=1 n=1 n=1 n=1 n= o

Dalej, ustalmy dowolnie liczb¢ naturalna m. Wtedy, jak tatwo zauwazy¢
dla kazdego ke N zachodzi

ﬂ An+kC U An+m’

n=1 n=1

b

stad
U < ﬂ An+k>c U An+m
k=1\n=1 n=1

Stad (poniewaz m bylo dowolnie ustalone)
O (0 Aes) 0.( 0 ).
k=1\n=1 m=1\n=1

co oznacza, ze liminf A, < limsup A4,.

n— o n— oo

Czytelnik sprawdzi, ze limsup 4, U A,

n=w n=1

77. Poniewaz {4, },,€ y jest wstepujacym ciggiem zbiorow, wiec dla kazdego
ustalonego ne N zachodzi

ﬂ Ayim=A,NA,, (= A

Stad

liminf 4, = () ( N 4 ): U 4,

n— n=1 n=1

Na podstawie zad. 76 wnioskujemy teraz, ze ciag {4,},., jest zbiezny 1 jego

0
granica wynosi [ ) A,

n=1

78. Wystarczy pokazac (por. zad. 76), ze

limsup 4, = () A4,

n— o n=1

Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego ustalonego ne N zachodzi réwnosé
0
U 4pim=4A4,04,,,u..= A4,
=0

poniewaz ciag {A,},.n jest z zalozenia zstepujacy. Zatem

limsup A, = ﬁ(UA >=ﬁAn

n— o n=1 n=1

1 koniec dowodu.
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79. a) i1 b): Zauwazmy, ze korzystajac z odpowiednich definicji, mamy:

xelimsup A, < Axe () 4,,

= 0 neN k=0
< A\ V xed, = N\ \/xed,
neNkeNuU {0} neNmz=n
Zatem
limsup 4, = {x: AV xeAm}.
n—x neNm=n
Podobnie

xeliminfd,< \/xe (\ Ayims=\  /\ xed,, =

n= o ne M m=0 neMkeNuU {0}

< \/ A xeAd,,

neNm=n

a wigc
l]mlann = {x: \/ /\ XEAm}'
n— oo neNmz=n

80. a) Korzystajac z tatwej do udowodnienia zaleznosci (pozostawiamy to
Czytelnikowi)

Jx,on=Ux0 )y,

n=1 n=1 n=1

oraz z definicji granicy gornej ciagu zbiorow, otrzymujemy:

1imsup(AnUBn): m ( U (An+mUBn-+-m)>=

n=1\m=0

= m ( U An+mu U Bn+m>'
n=1\m=0

m=0
Biorac pod uwage, ze ciagi { U AMM} oraz { U Bn+m} sa zstepujace
m=0 neN m=0 neN

i korzystajac z zad. 65, otrzymujemy dalej

. A —_ X ’D
it = 040 b A0 ) -

= limsup 4, U limsup B,

n-> o n = oo

b) Wskazowka: Skorzysta¢ z zaleznosci

a0

NX,AY)= () X,n () Y,

n=1 n=1 n=1

oraz z zad. 66.
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82. a) Korzystajac z zad. 47, mamy:
liminf A, = () ( N A;,+,,,) = < U An+m> =|: N <
n— o n=1\m=0 n=1\m=0 n
= (limsup A4,)".
W podobny sposob dowodzimy rownosci z punktu b.
83. Zalozmy najpierw, ze lim (A4,a A) = ), co wobec zad. 76 oznacza, ze
limsup (4, 2 A) = 0. Wtedy, zgodnie z zad. 79 wnioskujemy, ze dowolny element

x nalezy do 4, a A dla co najwyzej skonczonej ilosci n. Inaczej mozna powiedziec,
ze dla kazdego x istnieje takie ny, ze dla n > n,, zachodzi

(¥) xed,=>xeA.

Zatozmy teraz, ze x € limsupA,, tzn. x€ A, dla nieskonczenie wielu n (por.
zad. 79). Wtedy z () wynika, ze xe A i x€ A, dla wszystkich n > n,. Stad
x € lim inf A,- Zatem pokazaliSmy, Ze

limsup A, c 4 < limsup 4,.

n— oo n— oo

Stad (zad. 76) mamy, ze lim A4, = A.

n— o

Na odwroét zatozmy, ze lim A, = A, a wigc jest spetniona zalezno$¢

n— o

limsup A, A c liminf 4,.

Wtedy, jesli xe A4, to xelim inf A,, a wigc x € A, poczawszy od pewnego n,,. Jezeli
za$ x ¢ A, to xelim sup 4,, a wigc x ¢ A, poczynajac od pewnego n,. Zatem jest
spetniona zalezno$¢ () dla kazdego x i n > max{ny,n,}, a to oznacza, Ze
lim (4,2 A) = 0 i koniec dowodu.

n— o
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NIEKTORE WLASNOSCI ZBIORU
LICZB RZECZYWISTYCH

LN={1,234.LZ=1{0,1—-12-2.}

2. Oznaczmy przez @, zbior liczb wymiernych dodatnich. Ustawmy ten
zbior w ciag w nastgpujacy sposob:
112123 - . .
Q, = {T 271732 T’} Oznacza to, ze wypisujemy najpierw ulamki
o sumie licznika i mianownika rownej 2, pdzniej o sumie rownej 3 itd.
Teraz ustawmy @ w ciag podobnie jak zbior Z (por. zad. 1). Zauwazmy, ze
N c @, a wigc @ jest przeliczalny.

3. Przypusémy, ze przedziat (0,1) jest przeliczalny. Zatem liczby z tego
przedziatu mozna ustawi¢ w ciag:
0,1) = {a,,a,,a3,...}.
Wypiszmy jeszcze raz ten ciag uzywajac zapisu w postaci utamkow dziesigtnych:
a, =0, cicheley..,
a,=0, cicicici...,
a, =0, cie3cics ..,
Wezmy teraz liczbe d =0, d, d, d, ..., gdzie
B {1, gdy cie{5,6,7,8,9},
! 5, gdy cie{0,1,2,3,4},

(i=1,2,..). Wtedy oczywiscie de (0, 1), ale d¢{a,, a,,...}. Uzyskana sprzecznosc¢
dowodzi, ze przedziat (0,1) jest nieprzeliczalny. Stad wynika, ze R jest nie-
przeliczalny.

4. Pozostawiamy dowod Czytelnikowi; radzimy przeczyta¢ uwaznie roz-
wiazanie zad. 3.
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5. Zatozmy, ze A i B sa przeliczalne. Wtedy A = {a,,a,,a,,...},
B = {b,,b,,b,,...}. Wystarczy wiec napisac¢

AUB={a,b,a,b,asbs,..}
i skorzysta¢ z zasady indukcji matematyczne;.

6. Wskazowka: Przypus¢my, ze zbior liczb niewymiernych jest przeli-
czalny. Nastepnie skorzystajmy z wynikow zawartych w zad. 2, 5 oraz 3.

7. Przypuscmy, ze nasza rodzina jest nieskonczona. Wybierzmy po jedne;j

liczbie wymiernej z kazdego przedzialu tej rodziny (por. zad. 35). Liczby te
ustawmy w cigg (oczywiscie jego wyrazy nie powtarzaja si¢). Koniec dowodu.

8. Udowodnimy zawarte w zadaniu twierdzenie dla dwoéch zbiorow.
(Czytelnik z latwoscia przeniesie ten dowod na sytuacje ogolna, korzystajac
z zasady indukcji).

Niech wigc A4 = {ay,a,,a;,..}, B=1{b,b, by,..}. Wtedy A x B=
= (ay.by), (ay,by), (a5, b)), (a3, b)), (ay,b,), (a,,bs), ...} (podobnie jak w zad. 2).

9. Pozostawiamy to Czytelnikowi (por. zad. 2 i zad. 8).

10. Udowodnimy np. punkty i oraz j, pozostawiajac reszte Czytelnikowi.

Aby udowodni¢ i wystarczy zauwazy¢, ze xy < |x|-ly| (punkt a), skad
X224 2xy < x2 4 y? Jr-2\/;2y2 (punkt c). Te ostatnia nierowno$é piszemy
jako (x+y)* < (Ix|+y)*, skad /(x+y)* < \/(lxI-HyI)Z i mamy i. Teraz za-
uwazmy, ze korzystajac z i mamy:

X[ = lx = y)+ ¥ < Ix =yl +1yl,
a stad

IX| =yl < x =yl
Podobnie pokazujemy, ze —(|x|—|y|) < |x — y|. Korzystajac z punktu g otrzymu-
jemy nasza nierownosc.

11. Latwy dowdd pozostawiamy Czytelnikowi.

12. Zauwazmy, ze z definicji mamy:

[x]*—1 < x < [x]%
skad

—[x]* < —x < 1 —[x]*
Poniewaz liczby —[x]* oraz 1—[x]* sq calkowite, z powyzszej nierdéwnosci
wnioskujemy, ze

—[x]* < [—x] < 1—[x]%
a wiec

[x]*—1 < —[—x] < [x]*

Ale liczby [x]* oraz —[ —x] sa catkowite, a wigc musi by¢ [x]* = —[ —x].
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13. Czytelnik zechce sam sporzadzi¢ wykresy funkcji podanych w punktach
a, b, c. Nizej podajemy wykresy z punktow d i e:

Wykres funkcji z punktu d (pogrubione linie poziome) jest przedstawiony na
rys. 6.

x

Rys. 6

Wykres funkcji z punktu e znajduje si¢ na rys. 7

v
1
e
l | r | »
| | | I I
. . . e . -—
=2 -1 1 2 3 X
Rys. 7

14. Wykres funkcji y = f(x) jest przedstawiony na rys. 8.

Rys. 8

15. Latwe dowody pozostawiamy Czytelnikowi.

16. a) Niewymierna.
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b) Wymierna. Rzeczywiscie

NN S N R TeN S
N A U e L R

¢) Zauwazmy, ze
V14524V 1-52 =I(L2+1p+I1— J2) =
=2+1+1-/2=2.

d) Wymierna. Oto dowod:

J2 \/g—4ﬁ < 1 3—2ﬁ_)
2 _ SVF] L - NER
J2/2+3 22-3 itz 2 V6e-22

f<¢3+12/’ ¢3—lzﬁ>=ﬁ<¢(ﬁlz>7+

1 I 1
+m>:ﬁ<\/§+1 +ﬁ—1>:
=ﬁﬁ_”;¢§+1=ﬁ-2 2-4

17. Dowdd polega na sprawdzeniu, ze suma, roznica, iloczyn oraz iloraz
dwoch utamkow daje si¢ przedstawi¢ w postaci utamka.

18. Przypusémy, 7e \/;jest liczba wymierna. Oznacza to, ze istnieja k,ne N
-k
takie, ze V/p = . Stad
n

pn? = k2.
Rozkiadajac lewa i prawa strong powyzszej rownosci na czynniki pierwsze
widzimy, ze po lewej stronie p wystepuje nieparzysta ilo$¢ razy, po prawej za$
stronie parzysta ilo$¢ razy. Sprzecznosé.

19. Zatozmy, ze ae@ oraz xe@. Przypus¢my, 7e a+xeQ. Wtedy
at+x=w, weQ. Stad x = w—a. Ale w—ae Q (zad. 17). Sprzecznosc.

20. Dowdd pozostawiamy Czytelnikowi (por. rozwiazanie zad. 19).

21. Czytelnik sam przeprowadzi tatwy dowdd.

22. Nie. Np,, \/§+1 oraz —ﬂ sq liczbami niewymiernymi (zad. 18, 19
oraz 20) za$ ﬁ+ 1+ —\/5) = 1 jest liczba wymierna.

23. Zeby pokazaé, ze Mjest liczbg niewymierna wystarczy nasladowaé

rozumowanie w rozwigzaniu zad. 18. Aby udowodni¢, ze V/i—\/;jest liczba

k
niewymierna przypusémy, ze jest na odwrot. Weedy \/;) \ d]d pewnych
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keZ oraz neN. Teraz wystarczy obie strony podnies¢ do kwadratu i skorzystaé
z pierwszej czesci tego zadania.

24. Liczby w punktach a—f sa niewymierne. Jest to konsekwencja faktow
ustalonych w zad. 18, 19, 20, 21 oraz 23.

Liczba w g jest wymierna. Sprawdzi¢!

25. Rozwiazujac nierownosci charakteryzujace podane w zadaniu zbiory,
otrzymujemy: A =(—3,0), B=(0,2), C =(—10,6), D =(—1,3)\ {1}. Teraz
odpowiedz jest juz prosta.

26. supA =1,inf4 = 0.

3
27. infA =minA =0,supA =max 4 =§.
. | S .
28. Poniewaz log,,10J/10 = 1+ pe wigc sup4 =max 4 =2, infA = 1.

1 1
29. Mamy, ze A = {;z; neN}. Stad max A = o infA=0.

1
30. infA =0,12zas sup4 =0,1111... =§.

31. sup4A =max A4 =2,inf4 =0.

32. Zbiory A,B,C,D,E,F sa ograniczcone 1 np. C=(1,4),
F=(-3,3)\{—1,1}. Zbiory G i H s3 nieograniczone, ale H jest ograniczony
z dotu oraz infH = 0.

1
33. infA = min 4 =5 supAd=1,infB=0,supB=1.

1 1
34. Dobierzmy liczb¢ ne N tak, zeby n > o czyli — < b—a. Nastgpnie
—a n

k+1 1
niech k = [nal. Stad k < na < k+1 (zad. 11), a wigc ~—— —a < ~<b—a, co
n
konczy dowaod.
35. Wskazowka: Przeprowadzi¢c dowod nie wprost opierajac si¢ na
twierdzeniu z poprzedniego zadania.

2
36. Niech a,be @, a < b. Wezmy liczbe naturalna n taka, ze n > b—\/:z'

2 . L 2
Wtedy a < a+ l < b, za$ z zad. 19 i 20 wynika, Ze liczba a+\/T jest
n
niewymierna.

37. Nie. Czytelnik zechce znalez¢ przyktad.
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38. a) Gdyby log, 3 byl liczba wymierna, to dla pewnych m,neN za-
chodziloby log, 3 = % Rownowaznie 2™ = 3", Jest to jednak niemozliwe, bo
liczba po lewe;j stronie jest parzysta, zas po prawej nieparzysta. Stad wynika, ze
liczba log, 3 jest niewymierna.

b), ¢) — liczby niewymierne. Dowdd pozostawiamy Czytelnikowi.

d) Pokazemy, ze tg15° jest liczba niewymierna. Rzeczywiicie, gdyby
2tg 15°

1—tg?15°

wymiernych, co jest oczywiscie sprzeczne.

) 1
tg15°e@, to liczba % =tg30° = tez nalezatby do zbioru liczb

€) tg5°jest liczba niewymierng. Aby to udowodnié nalezy skorzystaé z faktu
ustalonego w d.

39. Przypus¢my, ze dla pewnego neN liczba /n(n+ 1) jest wymierna.
: . o k? .

Istnieja wtedy k, me N, wzglednie pierwsze i takie, 7ze n(n+1) = o3 lub réwno-
waznie

k* = m?*n(n+1).
Wtedy mamy dwie mozliwosci.

1) n jest liczba parzysta.

Wtedy gdyby k bylo parzyste, to m musi by¢ nieparzyste i po lewej stronie
(w rozkladzie na czynniki pierwsze) liczba 2 wystepuje parzysta ilos¢ razy, a po
prawej nieparzysta. Gdyby k byto liczba nieparzysta, to m moze by¢ parzyste lub

nie. Jednak wtedy prawa strona powyzszej rownosci dzieli si¢ przez 2, za$ lewa
nie. Sprzecznos¢.

2) n jest liczba nieparzysta.
Dowod w tym przypadku jest podobny.
Reasumujac widzimy, ze \/n(n+ 1) jest zawsze liczba niewymierna.

40. Czytelnik sam przeprowadzi dowdd. Radzimy oprzeé sie na twierdzeniu
z zad. 39.

41. Niech (4;),.y bedzie przeliczalng rodzina zbioréw przeliczalnych. Na-
piszmy:

Ay =(a11,0,,5,0,3,0,,,..)

S

Ay = (451,055,053, a9, )

s

Ay = (31,035, 033,d3,,...)

Ay = (41,045, 043,044,...)
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o0

Ustawmy teraz sume | | A; tzw. metoda przekatniowa, zgodnie z kierunkiem
i=1

strzalek, tzn.
o0

U Ai =(ay1:a12,051,0,3.055,d31, 014, ).
i=1

Koniec dowodu.

42. Niech B;(i = 1,2,3,...) oznacza zbior wszystkich ciagoéw i-wyrazowych
o wyrazach ze zbioru A. Oczywiscie

Bi=AxAx.xA=A.

Wtedy zbidr 4™ wszystkich ciagow skonczonych o wyrazach ze zbioru A mozna
przedstawi¢ w postaci

A° = ) B;= | A"
i=1 i=1
Z twierdzenia zawartego w zad. 8 wynika, ze A" jest przeliczalny. Dalej, na
podstawie zad. 41 wnioskujemy, ze A tez jest przeliczalny.

43. Szczegdly dowodu pozostawiamy Czytelnikowi. Nalezy zastosowac
wyniki zawarte w zad. 2 oraz w zad. 42.

44. Dowod jest analogiczny jak w rozwiazaniu zad. 4.
45. Zbioér A jest nieograniczony, poniewaz zbiory {7—2{ +2nn: neN} oraz

3
{— ke 2nn: ne N} sa jego podzbiorami.

Natomiast B jest zbiorem ograniczonym, bowiem —x <sinx < x dla

x > 0. Stad mamy (pokaza¢ to dokladnie), ze supB = 1. Mozna rowniez

. sin x . . . L . , .

pokazaé, ze infB =-—-2, gdzie x, jest jedynym pierwiastkiem rownania
Xo

x = tg x w przedziale (n, §n>. Czytelnik zechce uzy¢ rachunku rozniczkowego,

zeby si¢ o tym przekonac.

1 1

46. Poniewaz(x—1)* > Ooraz (x+1)? = 0dlaxeR, wiec — = < Zx <=

2 T x*+1 72

1 1

dla xeR. Dla x =1 mamy, ze e EE zas dla x = —1 otrzymujemy, ze
| L Zat A A= inr4 = min 4 :
— = ——. Zatem sup4 =max A = -, inf4A =min4 = — —.
(— 1) +1 2 P 2 2

Jezeli chodzi o zbiér B, to zauwazmy, ze —1 < X < Czytelnik

1+ x|
uzupelni dowod tego, ze supB =1, inf B = —1.
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47. Zauwazmy najpierw, ze

. a .
lasin x4+ b cos x| = \/a?+b? \——smx+
Ja*+b?
b

+—\/—2—ib2— = ./a*+b? |cos ¢ sin x +sin ¢ cos x| =
a“+
= /a*+b? [sin(x+ ¢)|,

b
gdzie ¢ jest takim katem z przedziatu <— g, g), e tgp = o

COs X

Stad mamy

—J/a*+b* <asinx+bcosx < ./a*+b?.
Widac¢ rowniez, ze dla pewnych x zachodza réwnos$ci po obydwu stronach.

Zatem sup A = max A = \/a®+b?, infA =min 4 = — /a*>+b>.

48. Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona mamy:

1+1"_n+n1+n1++n1_ n\ 1
n) \0 1/n \2/n* 7 n)n" k) n*
k=0
Stad widac¢, ze nasz zbior A pokrywa si¢ ze zbiorem z nastepnego zadania

(zad. 49).
Aby udowodni¢ ograniczonos¢ zbioru B zauwazmy, ze

1
O0<l—-<1,
n

1"
0<<1—-> < 1.
n

Ograniczonos¢ zbioru C wynika z nierdownosci

-1y 1
( )<1+~
n

stad

0<1+4

oraz z ograniczonosci zbioru A (por. zad. 49).

49. Wykorzystujac nierowno$¢ ze wskazowki (udowodnic ja!) mamy:

T B
<”>_k<~< dlak=1,2,..,

k)nk =k T2k
skad
My ST S
k) k= 21 22T T
k=0 k=1

Zatem A jest ograniczony z gory przez liczbe 3. Ograniczono$¢ z dotu jest
trywialna, np. przez 1.
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. 1 2 . .
. liczbe 2+?+ +§; Zauwazmy, ze

X, < X, < x5 <.. Zatem, korzystajac znaszej wskazowki wezmy n > 10. Wtedy
mamy:

YA T A U T +1
S\ 2T T om0 ITEREVE

12 10 1 1 1
< §+22+ 2_16 + 22+ +

1+~2*+ 10 +2— 1 1+2+ +10 +2
PRI n 2t )t

Otrzymana liczba jest ograniczeniem goérnym zbioru 4. Ograniczeniem dolnym

50. Oznaczmy przez x

. . . .1
1 zarazem minimum zbioru A jest 7

k
——orazsup A, =kdlak=1,2,.

51. Czytelnik udowodni, ze min 4, = Tk

Stad min () 4 za$ zbidr ten jest nieograniczony z gory.

1
k=1 * 3 ’

52. Wykazemy pierwsza cze$¢ zadania pozostawiajac dowod drugiej czesci
Czytelnikowi.

Oznaczmy a = sup A, b = sup B. Wtedy dla dowolnego xe A+ B istniejg
acBoraz beBtakie, 7e x = a+b. Alea+b < a+b,skad x < a+b. Zatem a+b
jest majorantg zbioru A+ B.

Ustalmy teraz dowolne ¢ > 0 i dobierzmy a,e€ A oraz b, e B takie, ze

™

ia—-<a,ib— ;— < b,. Stad mamy

[\

a+b—e< a,+b,.
Ale a; +b, € A+ B. Tym samym konczymy dowdd.

53. Dowod pozostawiamy Czytelnikowi.

54. Oznaczmy m = inf B, M = sup B. Mamy dwie mozliwosci:

1° |Im| < M|,

2° |m| > |M|.

Udowodnimy dla przykladu przypadek 1°. Zauwazmy, ze nierOwnos$c
|m| < |M| implikuje, ze M > 0 oraz m > — M. Stad, dla dowolnego x € B mamy
—M <m< x < M, skad |x| < M. Zatem M jest majoranta zbioru C.

Dalej, dla ustalonego ¢ > 0 znajdzmy xe B takie, ze M —¢ < x. Oczy-
wiscie, gdyby M =0 to B = {0} (dlaczego?). Gdy zas M > 0, to mozemy
przyja¢, ze x=>0. Wtedy M—e < |x|. Ale |x|]eC, wigc pokazaliSmy, ze
supC =M = |M|. :
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55. Pozostawiamy Czytelnikowi dowdd (por. rozwiazanie zad. 52).

56. Nietrudno przekonac si¢ o tym, ze dla dowolnej liczby xeR jej klasa
abstrakcji [x]g ma postac:

[x]s = @, gdy xe@,
s = x+Q, gdy x¢@,

gdzie symbol x + @ rozumiemy jako zbior {x + q: g € @}. Z przeliczalnosci zbioru
@ (por. zad. 2) wynika przeliczalnos¢ kazdej klasy abstrakcji [x].

Gdyby rodzina R / S wszystkich klas abstrakcji byta przeliczalna, to z zad. 41
wynikatoby, ze R jest zbiorem przeliczalnym. Sprzeczno$¢ (por. zad. 3).

57. Mamy:
a b | la(1+b)—b(1+a?)|
I+a> 1407 (1+dd(1+b>)
|(a—b)—(a—b)ab| |1 —ab|
T (a1 +b7) =|a—b|1+a2+bz+alb2\
1—ab
<hb

Wystarczy wiec pokazaé, ze |1 —ab| < 1+a*+b?. Ale |l —ab| < 1+]ab|, zatem
wystarczy pokaza¢, ze 1+ |ab| < 1+a?+b? lub rOwnowaznie

lab| < a*+ b2
Dla dowodu tej ostatniej nierownosci, zauwazmy ze (la|—|b|)* >0, skad
a?+b?* > 2ab| > |ab|. Koniec dowodu.

58. Wezmy wielomian W(x) = (a;x+b,)?+(a,x+b,)*+ ... +(a,x+b,)*
Oczywiscie  W(x)>0 dla kazdego xeR. Z  drugiej strony
W(x) = (a?+ .. +a?) x> +2(a, b, + .. +a,b,) x+(bi+ .. +b}). Poniewaz W(x)
jest trojmianem kwadratowym przyjmujacym warto$ci nieujemne, wiec jego
wyroznik 4 przyjmuje wartosci niedodatnie. Ale

A=4(a, b+ .. +a,b,)’—

—4(a}+ ... +ad)(bi+ .. +b2),
zatem

(a, b, + .. +a,b)? <(al+ .. +a}) (bi+ .. +b3).

Nierowno$¢ z naszego zadania jest rOwnowazna powyzszej.

59. Z zatozenia wynika, ze b;b; > 0 (i,j = 1,..., n), zatem

()(a (tay+ .. +a) (a,+a,+ .. +a)
(by+by+ .. +b)* bI+b3+ .. +b3+22bb

11—1

i<j

(a,+ay+ .. +a,)?
b2 4+b3+ ... +b2
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Nastepnie skorzystajmy z nierownosci Schwarza (por. zad. 58) zapisanej
w postaci

(L) <(£9)(£2)

Przyjmijmy w tej nierownosci

Wtedy otrzymamy:

QA0

Stad i z nier6wnosci (*) otrzymamy:
<a1 +a,+ .. +an>2 - a} a3 a;

R T R
b tb,+ .. +b) b B3 b2

60. Zalozmy najpierw, ze dane sa liczby dodatnie a, b. Wychodzac
z nierownosci (a—b)? = 0, otrzymujemy kolejno:
a’+b% = 2ab,
a’*+b*+ab > 3ab,
a1

a?+b*+ab 3’

—2ab -
a+b*+ab”

Wi

Mnozac obie strony ostatniej nierdwnosci przez a + b, otrzymujemy
a*+b? a+b
2 2 2
a‘+b*+ab 3
Stad

1
at+b> g(a+b)(a2+b2+ab).

Z drugiej strony
a®*—b3 = (a—b)(a*?+b* +ab).

Dodajac ostatnig rownos¢ stronami do poprzedniej nierownosci, otrzymamy
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4 2
2a® > (a®> +b* +ab) [ga— §b]’
skad
a’ >2 lb
—————~>-a— b
a’*+ab+b* " 3 3

Podstawiajac w ostatniej nierdwnosci kolejno a = x,, b = x,, pozniej a = x,,
b=x3..,a=x,_;,b=x, 1 w koncu a=x,b=x, i dodajac otrzymane
nierownosci stronami otrzymamy zadana nierownosc.

61. Zauwazmy, ze korzystajac z wlasnosci wartosci bezwzglednej (zad. 10)
mamy:

x| = Ix+x,+ o +x,— (X + X+ . +Xx)| <

KIx 4+ X4 o F 2, Xy F X+ X
Stad

X4 X, 4 o 2,0 = x| =X X4 o x| = x| =

— (gl Ixal 4 e X)),

62. Mamy:

n—1 1 n—ll 1 1

k§1k—(nfk)—k;1;<ﬁ+"_k>_
1"t 1"l 2r_ 1

_AZ_ _ _ZA

ok on=in— n—k n=yk

63. Wskazowka: Rozpatrzy¢ przypadki:

1° [a] < a<[a]+;

2° [a]+ : <a<[a]+1.

64. Z nierownosci Bernoulliego otrzymujemy

1y 1
<1+—> z14+n-=2,
n n

skad
:ﬁ<1+%:qﬁ—1<%

~ Z drugiej strony, ze wzoru dwumianowego Newtona otrzymujemy

UL U L Gt B S
2n) 2n 2 (20?7 (@2ny

o1
+-+ - +.=2
<l +
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1
Zatem (ﬁ =1+ o i dalej
n

1
U2—1>=—.
f 2n
65. Ustalmy neN oraz x€(0, 1). Rozpatrujemy dwa przypadki:

Pt cx<t
n+1

Wtedy przyjmujemy k = n. Mamy:
2

n n
—— = ‘n<nx=kx=nx<n-1=n.
n+l n+1
2°0<x<

n+1’
2

*k
Wtedy, niech k = |: ] (zob. zad. 12). Mamy:

(n+1)x
n2 2
— < k< - +1.
(n+1)x (n+1)x
Stad, mnozgc wszystkie strony przez x otrzymujemy
n? n? n? n
Skx <——4+x< + =n.
n+1 n+1 n+1 n+1

66. Wezmy xe(0,2). Rozwazmy dwa przypadki.

1° x jest liczba niewymierna. Wtedy % tez jest liczba niewymierna (zad. 20)

oraz ge(O, 1). Zatem x = % + ">2EE§A+A.

L . m . ‘ , . . .
2° xjestliczbg wymierna, x = —, gdzie m,n e N. Wezmy liczbe niewymierna
n

1 1
y,y€(0,1) i tak mala, zeby y < ET < 1 oraz y+ ;)—T < 1 (por. zad. 36). Wtedy
n 2n

. I m 1m L . .
bioracu = y+ 3 orazv = ™ —ymamy, Ze u 1 v sg niewymierne (zad. 19) oraz
n n

u,ve(0,1). Zatem u+ve A+ A. Z drugiej strony u+v = xe A+ A.
Ostatecznie z 1° i 2° wynika, ze (0,2) = A+ A. Inkluzja odwrotna jest
oczywista.
67. Wezmy ciag {ag. a,,a,,...,a,000}, gdzie a, = kx—[kx], k =0,1,2,...,
k k1
1000”1000

Poniewaz a, € [0, 1), wigc pewne dwie sposrod liczb a, a,, ... ,a, ooo Musza znalezé

1000. Dalej, niech L, oznacza przedziat |: ], k=0,1,2,..,999.
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sig¢ W tym samym przedziale L,, a wigc dla pewnych p,q,p>q, jest

19, =44l < 1500
Oznaczmy teraz: P = [px], Q = [gx]. Mamy
, 1
|(p_‘1)x_(P—Q) = Iap_aql < ﬂ)aa
skad
pP— 1
] 0 _x' < |
P—q 1000(p—q)
Zatem szukanym ulamkiem jest ——:9
P—q
68. PokaZemy najpierw, ze przy ustalonym ne N istnieje me N takie, ze
(V/2— \/m+ 1— /r_n Wtedy wystarczy skorzystac z zad. 40.

Dld liczby postacia+b ﬁ (a,beZ) wprowadzmy tzw. operacj¢ sprz¢zenia

okreslajac, ze a+bf =a—b./2. Latwo sprawdzi¢, 7e sprzezenie sumy
(iloczynu) jest suma (irlﬁoczynem) sprzezen. Zatem jezeli (1 + \/2)” =A+B \/2, to
(1— 6) =A—B./2. Stad mamy: (—1)" = (1 +\/§)" (1 —\/i)" = A*—2B?,

czyli A = \/_ZBZ +(—1)". Ostatecznie

(1 —\/2) =/2B*+(—1y"— /2B
A wiec za m przyjmiemy 2B? gdy n jest parzyste lub 2B?—1, gdy n jest
nieparzyste.

69. Wychodzgc od réwnosci (sprawdzic!)

(V5+1P =8(/5+2)
(V517 =8(/5-2)

olrzymujemy
V3 1) J(ﬁ—l)&
\/\/5+2 \/\fz \/ g =
VAR BNE S
2 2 ’

Zatem rozpatrywana liczba jest oczywiscie wymierna.

70. Jezeli g = 1, to:

iﬁ—g > /21 >;

Wezmy teraz ¢ > 2. Mamy:

()2

q q
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V2=l et s

q,

|
Jedli - wice \/2 ‘3] 3, to !ﬁ_g

et

~ 3q

|
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Jesh zas
q

\/i+Bl>3, to

71. bgodme ze wskazowka funkcje f(x) mozemy przedstawic nastepujaco

f{x) = 10x—[10x].

Zauwazmy, 7e oznaczajac przez g(x) funkcje z zad. 13c, tzn. g(x) = x—[x]

widzimy, ze
f(x) = g(10x).

Zatem wykres funkcji f otrzymamy .zageszczajac” dziesigciokrotnie wykres
funkcji g (por. zad. 56 z rozdz. 1V). Nizej podajemy ten wykres (rys. 9).

72. Czytelnik bez trudu przeprowadzi dowod opierajac si¢ na zad. 43.

73. Korzystajac z nierownosci pomiedzy Srednia geometryczna 1 aryt-

metyczng (zad. 54, rozdz. I) mamy:

- J— 1
= fme 11 <L
n
M o1 1 n+m—1
n=./ <
v m
Zatem
1 1 n m




226 1. NIEKTORE WLASNOSCI ZBIORU LICZB RZECZYWISTYCH

Ponadto biorac m = 1, tatwo przekonac sig, ze kres dolny rozwazanego zbioru
jest rowny 1.

74. Wskazowka: Skorzysta¢ z nierOwnosci

\/2+\/2+...+« /242 < \/2+« /24 ..+ 2+2=2.

75. Udowodnimy np. twierdzenie zawarte w punkcie a. Jest oczywiste, ze
infA = min A = a,. Z drugiej strony, poniewaz A4 jest ograniczony z gory, wiec
istnieje a = sup A. Wtedy dla dowolnie ustalonego ¢ > 0znajdziemy n, € N takie,
ze a—¢ < a, . Biorac teraz dowolne n > n, i korzystajac z zalozenia otrzy-
mujemy:

a—e<a, sa,<a<ate

Stad wynika, ze |a,—a| < ¢ dla n > n,. Oznacza to, ze lim a, = a i koniec

dowodu.

76. Ustalmy dowolnie meN i rozwazmy zbior

2
A, = {(ntT)—:neN}.
2
(n+m)?* o iy

Oznaczmy x; = S = 1,2,... Oczywiscie x;; > 0. Z drugiej strony mamy:

Xprr  (+14m? 2" 1 ndm+ 1\

xm Qumim (n+m)> 2" n+m -

L 1+ : 2<1- 1+12—1-9<1
Som n+m) 2™ 2/ T 2m 4

dla m > 2. Zatem ciag {x'} jest malejacy dla kazdego ustalonego meN, m > 2.
W przypadku, gdy m = 1 ciag {x;} jest malejacy po odrzuceniu pierwszego
wyrazu. Stad, poprzez twierdzenie z zad. 75 otrzymujemy, ze

1 2
supAmzx’l"=( +m) )
2m
infd4,, = lim x" =0

n— oo

(por. zad. 16, rozdz. VI), dla m = 2. Podobnie
9
supA, = 7 inf4, =0.
Ostatecznie

9
infA=0, sup4d = 7

77. Rozwiazanie tego zadania pozostawiamy Czytelnikowi.
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78. Zauwazmy, ze

Skt 1)(k+2) Y 433 k242 Y k

k=1 _ k=1 k=1 k=1
Y, K 2k
k=1 k=1
Korzystajac teraz ze wzorow ustalonych w zad. 1, 2 oraz 3, rozdz. I, widzimy, ze
" H(2n+1
Y k(k+1)(k+2) M
k=1 =1 3——6 —— +
i i3 n?(n+1)>?
k=1 4
nn+1)
2n+1 1
Qg = 4 )
n?(n+1)>2 nz—}—n+ n*+n
4

. 2n+1 1 L . .

Poniewaz ciagi {~2—} , { 5 } sa malejace i ograniczone z dotu, wiec z zad. 75
n“+n n“+n

mamy:

supAd=143+2=6, inf4 = 1.

79. Rozwazmy liczby 0, x —[x], 2x —[2x], ..., nx — [nx]. Oczywiscie liczby
te naleza do przedziatu [0, 1]. Dwie sposrod nich roznia sie nie wiecej niz

o —. Stad istnieja takie liczby catkowite r,r,,s,,s,, 7 0 <r, <r, <n oraz
n

1 L. .
(ryx—sy)—(r,x—5,)| < —. Przyjmujac ¢ = r, —r,, p = s, — s, otrzymujemy teze
n
twierdzenia.

80. Zauwazmy, ze
1 =(a+b)® =a*+3a*h+3ab>+b* = a®+ b3+ 3ab(a+b) = a>+ b3+ 3ab. Stad
iz zalozenia otrzymujemy, ze abe @. Dalej mamy

1 =(a+b)* = a*+b>+2ab.
Stad i z wyzej udowodnionego faktu otrzymujemy, ze a®>+b> = 1 —2abe Q.
Z drugiej strony

3_ b3

b=,

a+ab+b
co pozwala wywnioskowac, ze a—be@. Ale a+b+a—b = 2ac @, wiec ac Q.
Oczywiscie be @, bo b = 1—a.

a—

81. Udowodnimy najpierw pewien fakt pomocniczy. Zalozmy, ze o, ff sa
liczbami niewymiernymi dodatnimi takimi, ze a+ f = 1. Ustalmy dowolnie
nelN. Niech k = [na], keZ. Wtedy k < no < k+1 (rowno$¢ na = k nie jest
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mozliwa, bo « jest niewymierna). Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy
stad, ze

n—k—1<n—ne <n—k. (n
Dalej zauwazmy, ze f = 1—a, co implikuje nff = n—no i w potaczeniu z (1)
pozwala otrzymac

[n]=n—k—1.
Ostatecznie otrzymujemy
[na]+[nB]l=n—1, neN. (2)

Zalézmy teraz, ze a,b,c,d sa liczbami z naszego zadania. Wtedy na
podstawie (2) otrzymujemy

[na]l+[nb] =n—1=[nc]+[nd], nelN.

Na odwro6t zaldézmy, ze zachodzi rownos¢ podana w zadaniu. Poniewaz
a+b = 1, wiec na podstawie (2) otrzymujemy

[nc]+[nd]=n—1, n=N. (3)

Ustalmy ne N i oznaczmy k = [nc]. Wtedy z (3) mamy, ze [nd ] = n—k—1.
Na podstawie definicji czesci catkowitej liczby i z zaloZenia otrzymamy dalej

k<nc<k+1,

n—k—1<nd <n—k.
Po dodaniu tych nierdéwnosci stronami otrzymujemy

n—1<nc+nd <n+l,
skad

n—1 n+ 1

<c+d<
n n

neN.

Wobec dowolnosci liczby n powyzsza nierownos¢ implikuje, ze ¢+d = 1.

82. Ustawmy zbior liczb wymiernych @ w ciag {4y, q,, ...} 0 niepowtarzaja-
cych sie wyrazach (por. zad. 2). Dla dowolnej liczby rzeczywistej x okre$lmy zbior
K, = {nelN:q, < x}. Oczywiscie K, # @ oraz K, # K, dla x # y (por. zad. 34).
Ponadto, jezeli x < y,to K, = K. Zatem {K } ., jest fancuchem. Jest to fancuch
nieprzeliczalny, zbior R bowiem jest nieprzeliczalny (zad. 3).



Rozpziar 1V

ODWZOROWANIA I ICH WELASNOSCI

1. f jest bijekcja. Ponadto

1—-2x
i) =4 x=2
-2 dla x=2.

dla x #2

Wskazowka: Mozna postuzy¢ si¢ wykresem funkcji homograficznej f(x) =

___2x+1=2_ 3

x+2 x+2

2. f jest bijekcja. Czytelnik sprawdzi to i wyznaczy [~ 1.

3. f jest injekcja. Rzeczywiscie, wezmy dowolne x,, x,€R 1 zalozmy, ze
f(xy) =f(x;). Stad (x; +2.2x, +1) = (x,+2,2x,+ 1). Porobwnujac np. pierwsze
elementy tych par otrzymujemy, ze x, = x,.

S nie jest surjekcja, bo np. nie istnieje xe R takie, ze f(x) = (0,0). Spraw-
dzi¢!

4. f nie jest réznowartosciowa, bo np. f(1,0)=(1,0) i f 0,% =(1,0).

Funkcja f nie jest rowniez surjekcja, bo np. nie istnieje (x, y)eR? takie, ze
f(x, ) = (0, 1). Rzeczywiscie, w przeciwnym razie byloby x+2y =0, xy =1,
skad —2y? = 1 i sprzecznosc.

5. f jest bijekcja oraz £~ (x, y) = <y, -"—;—y>

6. f jest bijekcja i jest odwrotna do samej siebie.
1

log, x

Wskazowka: Skorzysta¢ ze wzoru log, 2 =

7. f jest bijekcja (sporzadzi¢ wykres!).
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—J/—x dla x<0

i) = xil dla xe[0,1)
5 dla x> 1

8. Czytelnik sprawdzi, ze f jest nieparzysta. Dalej, wezmy x,, x, > 0,
X; < x,. Mamy:
1 X, —X,4

1
f(xz)‘_f(x1)=x2+;;_x1_x_1=(xz—x1)_ X, %, = (x;—Xxy) X, X,

Xy X, —1
2 1

Poniewaz x,—x, >0, wigc otrzymujemy stad, ze f(x,)—f(x;) >
> 0<>x,x,; —1 >0, a to jest spetnione gdy x,; > 1. Zatem na przedziale [1, o0)
f jest cisle rosnaca. Podobnie pokazujemy, ze na przedziale (0, 1] f jest Scisle
malejaca.

9. g jest roznowartosciowa oraz g(R) = (— o0, 2) U {3} U (4, o0). Stad
g_li(——OO, 2)U {3} U(4’ OO)_> R
oraz
x—1 dla x<2
g Yx) = 1 dla x=3
Jx—1 da x>4

Ponadto sup g(x)=3.

xe[—5, 1]

2x—y
10. (9= f) (x, )’)=m5-
x+1
S d 1
X 2x 42 a x<
1. (g2 /) (x) = ix
dla x>1.

x*4+2x%7+x+1

12. (go f)(x) = (xy+x2, sin(xy +x2)) oraz (f °g) (x) = xsin x+x>.
13 i 14. Rozwigzanie tych zadan pozostawiamy Czytelnikowi.

15. Zalézmy, ze funkcje f: X — Yi g: Y— Z sg réznowartosciowe. Wezmy
X1, %, € X. Wtedy, jezeli (g f) (x,) = (g f) (x), to g (f(x1)) = g (f (x,)). Z rdzno-
warto$ciowosci g wynika, ze f(x,) = f(x,). RoznowartoSciowos$¢ f pozwala
wywnioskowaé, ze x; = x, 1 koniec dowodu.

16. Bez trudu znajdujemy, ze h(x, y) = (go f) (x, y) = 3y—3.
Dalej mamy

h™N[1,3]) = {(x, Y eR?:h(x, y)e[1, 3]} =
= {(x, y)eR2:3y—3¢€[1, 3]} = {(x, y)elRZ:% <y<2}
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Nizej podany rysunek ilustruje ten zbior.

N\
N NN
N
\\\\
g |
S —
N

wla

ﬁ /
1 h (01,3
1

Rys. 10
17. Rozwiazanie pozostawiamy Czytelnikowi.
18. f(A) ={x*+y+1:0<x<1,0<y< 1} =[1,3)
Z drugiej strony
F7UB) = {(x,y)eR*: 1< x*+y+1 <3} =
={(x,y)eR?*: —x* <y < —x*+2}.

Zbior f~(B) jest zaznaczony na nizej podanym rysunku (rys. 11). Jest to
zakreskowana cze$¢ plaszczyzny bez paraboli y = —x2+ 2.

\

i

Rys. 11

19. f nie jest roznowartosciowa, bo np. f <%> = f(2). Ponadto, f(R) =
[ o1
=722

20. f(A)=[—-1,0]u(1,2)u {5}.

21. g(A) = <%, 2], g (B)= (— %, —%)u [—;—, 1>.

22. f nie jest injekcja 1 nie jest surjekcja (por. rozwiazanie zad. 4). Ponadto

S, 0)) = {0, 1), (1, 0}
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23. £ 71({(0,2)}) = {(1, 1), (—1, —1)}, a wigc f nie jest injekcja. Latwo tez
pokazac, ze nie jest surjekcja (dlaczego?).

24. [7Y(B) = {(x, ) eR*: f(x, y)e B} = {(x, y)eR*:x—ye(1,2]} =
={(x,y)eR*: 1 <x—y <2} ={(x,)eR%:x-2 <y <x—1}.

Zatem, f~'(B) jest zbiorem punktoéw na plaszczyznie zawartych miedzy
prostymiy = x—2orazy = x— |, wliczajac w to pierwsza prosta, ale bez drugie;.

25. supf(x) =3, inff(x)= g

xeA xeB

26. Jest to proste zadanie z trygonometrii, ktorego rozwiazanie pozo-
stawiamy Czytelnikowi.

27. f(4) = [— % 0j|.
1

28. Mamy: (fog)(x) = 2"* Stad inf(fog) (x) = inf 25""* =271 = 5
xeR xeR

29. Pozostawiamy Czytelnikowi bardzo tatwy dowdd.
30. Okres podstawowy wynosi 1 (por. zad. 13, rozdz. III).
31. f nie jest parzysta ani nieparzysta. Funkcja g(x) jest parzysta, bo:

x) 27 41 1427
—_ = — —_— = — X
gi=x Yo 12~

(mnozymy licznik i mianownik ulamka przez

2%). Stad mamy:
1+2*

g(—x) = Xw =g (x).

Natomiast funkcja h jest nieparzysta (udowodnié!).

32. Teza wynika stad, ze kazda liczba wymierna jest okresem funkcji f
(por. zad. 17 i zad. 19, rozdz. III).

33. Wezmy dowolne y e f (D). Wtedy istnieje dokladnie jedno x € D takie, ze
f)=y. Alef(=x)= —f(x) = —y, skad f "} (=) = —x = —f " '(y).
34. Pozostawiamy Czytelnikowi trywialne dowody.

35. Przytoczymy dowod pierwszej nierOwnosci.
Oznaczmy m = sup f(x). Wtedy f(x) < m dla kazdego xe€ B, a poniewaz

xeB

A < B wigc takze f(x) < m dla kazdego x e A. Stad sup f(x) < m.

xeA

36. f(4) = [0, 1).
37. f "H(B) = {(x,y)eR?: f(x,y)eB} = {(x,y)eR*:xy =1,
2
1
0<x+y<1}={(xyeR*:0< % < 1}. Stad wynika, ze x > 0. Wystarczy
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WIEC rozwigzac nierownosc

rozwiazaniem jest zbior pusty, zatem f ~'(B) = ¢.

38. fY(B) = {(x, y)eR?:f(x, y)e B} = {(x, y)eR?:y? =
=1, x2=2x—y>2} ={(x,y)eR*:x*-2x—1>2} U
u{(x, —1)eR?:x?—2x+1>2} =[(—o0, —1)U(3, 00)]x {1} U

Ul(=o00, 1—/2) U(1+/2, )] x {—1}.

Pozostawiamy Czyteinikowi szkic tego zbioru.

-39. Zauwazmy, ze h(x, y) = |x+y|. Stad h=%((0, 1]) =
={(x, y)eR*:0 < |x+y <1} ={(x,)eR?: —x—-1 <y < —x+1}\
\{(x, y)eR?:y = —x}.

Pozostawiamy Czytelnikowi naszkicowanie tego zbioru.

40. Mamy:

() () = g(/(9) = {g S da xso=

_ x? dla x<0 _ x? dla x<0
T )1—-(2x+3)—2 dla x>0 |—-2x—5 dla x>0.

41. Naszkicujmy najpierw wykres funkcji y = g(x):

Y

34

Dalej, korzystajac z tego wykresu mamy:

b= (0o o) = {900 TY G PSem sl

1 3 -
:{<—§x+2>+1 dla xefl,3] _
—(=2x+3)+3 dla xe[0,1)

233

<1 lub réwnowaznie x*—x+1<0. Jej
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2x dla xe€[0,1)

= 1 5
— = ~ dl 1, 3].
2x+2 dla xe[l,3]

Teraz, rysujac wykres funkcji h znajdziemy tatwo, ze h™ 1((0, %]) = (0, %] v
u 2, 3].
42. Rozwiazanie pozostawiamy Czytelnikowi (por. rozwigzanie zad. 41).
43. Poprzestaniemy na podaniu ilustracji graficznej zbioru f~'(A).

v +

AN

1A X

/]

Rys. 13

44. Czytelnik zechce rozwiazac¢ to zadanie samodzielnie.

45. Zauwazmy, Ze f jest nieparzysta. Zatem wystarczy pokazac, ze f jest
rosnaca na przedziale [0, c0). W tym celu wezmy x,, x, takie, ze 0 < x; < x,.
Mamy:

X X —
2 % Xy — Xy >0,
1+x, 14x, (14+x)(1+x,)

fe)—f(xy) =

co pokazuje, ze f jest rosnaca na [0, o), a w konsekwencji na zbiorze R.
Podobnie, dla wyznaczenia f(R) wystarczy wyznaczy¢ f ([0, c0)). Mamy:

10, ) = {f (x):x >0} = {lix:x > 0} = [0, 1). Zatem f(R) = (—1, 1).

Czytelnik wyznaczy samodzielnie f~':(—1, 1) > R
46. f(A) = {f (x):x€(0,2)} = {x,3x+1):x€(0,2)} = {(x, y):x€(0,2),y =

= 3x+1}. Zatem f(A) jest odcinkiem prostej y = 3x+1 lezacym nad prze-
dziatem (0, 2).

47. Czytelnik sam rozwiaze to zadanie wzorujac si¢ na rozwiazaniu zad. 46.
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48. Podobnie jak w rozwiazaniu zad. 41 naszkicujmy najpierw wykres
funkcji wewnetrznej y = f(x) (rys. 14):

Oznaczmy przez x, jedyne rozwiazanie rownania —sinx+2 = - nalezace do
2

przedziatu (g, n). Teraz mamy:

4 T
—f(x) dla 0<f(x) <+
hoy=g(fg) =4/ ) M OSSSy
2 dla 5<f(?¢)<7t
il-sinx dla xe[O, E:l
T 2
=44 . T
;(—smx+2) dla xe 5 X
2 dla xe(xq, ]

ey . 3
Czytelnik wykona wykres funkcji h i wyznaczy obraz przedziatu [%, ‘—‘n}
poprzez te funkcje.

49. Rozwiazanie tego zadania jest niewatpliwie latwiejsze niz rozwiazanie
zad. 48; Czytelnik zechce to zrobic.

50. Funkcja f: R\{%} - R\{g} jest bijekcja (sprawdzié!). Zeby wyznaczy¢

funkcje odwrotna f ~! rozwiazmy rownanie y = f (x) wzgledem x, tzn. rOwnanie
ax+b .

——— = y. Stad otrzymujemy

cx—a

_ay+b

cy—a’

b ) b
Zatem f~l(y) = LALSWN inaczej f~(x) = ax+b
cy—a cx—a
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51. h(x, y) = 3y—3 oraz h(4) = [—6, 0]. Oczywiscie suph (x, y) = 0.
: A
1
n
f~'(A) znajduje si¢ na nizej podanym rys. 15 (zakreskowany kwadrat).

52. f~1(A4,) = {(x, YeR:|x|+|yl < 1— }, dla n =1, 2, ... Szkic zbioru

Rys. 15
Mamy tez: () £ '(4,) = {(x y)eR2: x|+ 1yl < 1}, () f~1(4,) =

neN neN

=/"(4,) = {0,0)}.

53, f((O, g]) — {f(x):xe <0, g]} = {(x, sinx): x e (o, ’25]} _

= {(x,y):y =sinx, X€ O,g .

Nizej jest podana ilustracja geometryczna tego zbioru.
Y

511
10,50
\

Rys. 16

54. Rozwiazanie pozostawiamy Czytelnikowi.

55. a) f'(x, ) = (2— %% R 1) (Czytelnik sprawdzi, ze f jest bijek-

. 6
cja), ‘
b) znalezienie tych zlozen pozostawiamy Czytelnikowi,
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) (gof)(A) = {(x+2))(—3x+6):x€[0,2), y =1} =
= {(x+2)(—-3x+6):xe[0, )} ={-3x*+12:0<x < 2} =(0, 12];
sup(ge f) = 12, inf (g f) = 0.

56. Z zalozenia f (x +5) = f (x) dla kazdego x e R. Oznaczmy F (x) = f (ax).

Mamy: F(x—l— —2) =f(a(x+ Z)) = f(ax+s) = f (ax) = F(x).
NN

. 1— 2 1 2 .
57. Mamy, ze sin®x = —--—C—;S-—-)i, cos?x = jzgﬁ. Stad i z zad. 56 oraz

z zad. 29 wnioskujemy, ze okres podstawowy naszych funkcji wynosi 7.

58. Okresy podstawowe wynosza: dla f—m, dla g—m, dla h—2n, dla k— g

1
59. f jest funkcja okresowa o okresie podstawowym 3 (por. zad. 14,

rozdz. 111).

. 9 = LTS ST =)

61. Sprawdzamy bez trudu, ze dziedzina D, naszej funkcji wynosi D, = R.

Dalej mamy:
————— (V1+x*=x)(/1+x*+x)

f(—x) =log(—x+/1+x?) =log

J1+x7+x
1 -
= log e = —log(x+/14+x%) = —f (x).

62. Pokazemy, dla przyktadu, dowod twierdzenia z punktu b. Ustalmy
dowolne x, < x,, x;, X, €D. Z zalozen mamy:

Xy < Xy = f(xy) Sf(xz):’g(f(xl)) = g(f(xz))-
Zatem go f jest malejaca.

63. a) Wezmy dowolne yef (AuB). Wtedy:
istnieje x e AU B takie, ze f (x) = y <> istnieje x € 4 takie, ze f (x) = y lub istnieje
x € B takie, 7e f (x) = y<>yef(A) lub yef (B)<=yef (4) uf (B).

W dowodzie skorzystalismy z rozdzielnosci matego kwantyfikatora wzgle-
dem alternatywy.

b) Mamy: yef (AnB)<>istnieje x € ANB takie, ze f (x) = y = istnieje x € A
takie, Ze f(x)=y 1 istniee xeB takie, ze [f(x)= y<ye f(A)
iyef(B)«yef(A) nf(B).

W dowodzie skorzystaliSmy z nastgpujacego prawa logicznego:

(o) Ay ()} =V @) A\ ¥ (x)].
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Pokazemy teraz na przykladzie, ze w powyzej dowodzonym wzorze
nie mozna inkluzji zastapi¢ réwnoscia. Wezmy f:R - R, f(x) = x? oraz
A=(—-1,0, B=(0,1). Wtedy f(AnB)y=f(P) =90, zaS f(A)nf(B)=
=(0,1)n(0,1) = (0, 1).

¢) yef(A\f(B)<=yef(AA ~(yef(B) < istnieje xeA, takie ze
f(x)=yi ~ (istnieje xe B takie, ze f(x) = y) = istnieje x € A, takie Ze x¢ B
iy = f(x) < istnieje xe A\ B takie, ze f(x) = y<>ye f(A\B).

Pokazemy, ze w tym wzorze nie mozna na ogot inkluzji zastapi¢ rownoscia.
Rzeczywiscie, wezmy f:R >R, f(x) =x? A=[—1,1], B=[—1,0]. Wtedy
S(A\S(B) =0, zas f(A\B) =f((0,1]) = (0, 1].

64. Udowodnimy pierwszy wzor. Niech xef ~}(4 n B). Wtedy mamy:

xef " {AnB)y< f(x)eAnB< f(x)eA

i f(x)eBexef Y(A)ixef Y(B)<«=

<xef Y A)n fTY(B).

Dowdd drugiego wzoru pomijamy.

Udowodnimy wzoér trzeci. Mamy:

xed= f(x)e f(A)<=xe ff(A)).
Czytelnik sam skonstruuje przyktad pokazujacy, ze w trzecim wzorze inkluzji nie
mozna zastapi¢ roOwnoscia.

65. Zatoézmy najpierw, ze dla kazdego x € X oraz dla kazdego A<= X jest
prawdziwa implikacja:

x¢ A= [f(x)¢f(A4)
Ustalmy dowolne x,, x,€X, x, # x, i wezmy A = {x,}. Wtedy x, ¢ A, wigc
z zalozenia wynika, ze f(x,)¢ f(A4) = {f(x,)}, co oznacza, ze f(x,) # f(x,).
Zatem f jest injekcja.

Na odwrot, zatézmy, ze f jest injekcja. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze
istnieja xe X oraz A< X takie, ze x¢ A i f(x)ef (A). Stad wynika, Ze istnieje
x, € A takie, ze f(x,) = f(x). Oczywiscie musi by¢ x; # x (bo x ¢ A). Otrzymuje-
my sprzeczno$¢ z zatozeniem i koniec dowodu.

66. Zal6zmy najpierw, ze f jest injekcja. Mamy:

xe Y f(A))= f(x)ef(Ad)=xeA.
Dodatnia implikacja jest konsekwencja zatozenia i twierdzenia z zad. 65 (por.
rowniez wzor trzeci z zad. 64).

Na odwrét, zatozmy, ze f~(f (4)) = A dla kazdego 4 < X. Dla dowodu nie
wprost przypusémy, Ze f nie jest injekcja, tzn. istnieja x,, x, € X, x, # x, i takie, ze
fxy) = f(x,). Wezmy A= {x;}. Wtedy f(4)={f(x,)}. Dalej mamy:
U Sf(A)>{xy, x,}. Zatem {x;, x,} = f “}(f(A)), {x,} = 4 i sprzecznos¢.

67. Dowod tego twierdzenia pozostawiamy Czytelnikowi (por. rozwiazanie
zad. 65 1 zad. 66).

68. Udowodnimy dla przyktadu wzor drugi, pozostawiajac dowody pozo-
statych wzorow Czytelnikowi.
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Mamy: ye f ([ A,)<>istnicje x € () A4, takie, ze f (x) = y <> istnieje x takie,
teT teT
ze dla kazdego t € T istnieje x € 4, takie, ze f (x) = y <>dla kazdego t € T zachodzi,

7 yef(A)eye () f(A).

teT

69. Dowodd pozostawiamy Czytelnikowi.

70. Przypusémy, ze f nie jest injekcja. Wtedy istnieja x,, x,€ X, x; # x,
takie, ze f (x,) = f(x,). Stad g (f (x,)) = g (f(x,)), co na mocy zalozenia oznacza,
7€ X, = X,. Sprzecznosc¢.

Zeby pokazaé, ze g jest surjekcja, wezmy dowolne x € X. Nalezy wskazac¢
ye Y takie, ze g(y) = x. W tym celu przyjmijmy, ze y = f (x). Istotnie, mamy:
g = g(f(x)) = x i koniec dowodu.

Pokazemy teraz na przykladzie, ze f i g nie musza by¢ bijekcjami. Wezmy

X=00,2], Y=[0,3], [ XY, f(x)= g oraz g: Y— X okreSlona jako

(x) = 2x dla xe[0,1]
I9=  dla xe(1, 3],

Wtedy g (f (x)) = x dla kazdego x € X. Oczywiscie tutaj f nie jest surjekcja i g nie
jest roznowartoSciowa.
71. Niech m; = supf(x)im, = supg(x). Wtedy f (x) < m, oraz g(x) < m,

xeA xeAd

dla kazdego xeA. Dodajac te nierOwnosci stronami otrzymujemy, ze
f(x)+g(x) < m,+m, dla kazdego x € A. Zatem m, +m, jest majoranta funkcji
f +g na zbiorze A. Stad sup [f (x)+g(x)] < m,+m, i koniec dowodu.
xeA
72. Czytelnik sam przeprowadzi dowod; mozna wzorowac si¢ na roz-
wiazaniu zad. 71.
73. Z definicji wynika, ze sup [ — f (x)] = sup [ —f (A4)]. Korzystajac z zad.

xeA

53, rozdz. 111, otrzymujemy stad, ze

sup[—f(A)] = —inf f(4) = —inff (x).

I zrobione.

74. Wezmy xeA. Wtedy f(x) = [f(x)+g(x)]—g(x), wiec korzystajac
z zad. 71 i 73 otrzymujemy

supf (x) < sup [f (x)+g (x)]+sup(—g(x)) =

xeA xeA xeA

= sup [f (x)+9g (x)]—inf g (x).

xed xeA

Stad nasza nierOWnosc¢.
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75. Korzystajac z nierownosci fX)=(f(x)—gx)+g(x) <
< |f (x)—g (x)| +¢g(x) oraz z zad. 71 otrzymujemy, ze

supf (x)—supg(x) < sup |f (x)—g (x)].
Podobnie, wychodzac z nierownosci ¢g(x) = (g(x)—f (x))+/f (x) < |f(x)—
—g(x)| +f (x), otrzymujemy

—[supf (x)—supg(x)] <suplf (x)—g(x)l.

Koniec dowodu.

76. Wskazowka: Skorzystac z zad. 71 oraz zad. 74.

77. sup f(x,y) = l, inf  f(x,y)=— —1

(x, »#(0, 0) 2 (x, y)#(0, 0) 2

Wskazowka: Skorzystac z nierownosci (x — y)? = 0 oraz (x+y)? > 0.
78. Wskazowka: Skorzysta¢ z zad. 35.

79. Ustalmy dowolne o, ae[0, 1]. Dla x = 0 mamy, Zze x = ax, wiec
x?—x < x*—ax. Zatem min (x*>—oax) = x*>—x.
ae[0, 1]
Gdy x <0 to —ax > 0, wiec x> —ax > x%. Zatem min (x> —ox) = x>
aef0, 1]
Ostatecznie

x*—x dla x=0

|
=1

X dla x <0.

1+x/§>.

Teraz juz fatwo otrzymujemy, ze f ~((—1, 1)) = <“ 1, - 5

80. Wezmy dowolne x,, x,€D, x, < x,. Niech supf(x,) = m. Wtedy

feF
f(x,) < mdla kazdego fe #. Z drugiej strony f (x,) < f(x,) dla kazdego je 7,
wiec f(x,)<m dla fe#. Zatem sup f(x,) < m. Inaczej: [(x,) <[ (x,). Zro-
feF

bione.

81. Pokazemy np., ze jesli f(¢, x) jest rosnaca ze wzgledu na ¢ i malejaca ze
wzgledu na x, a funkcja x = x () jest malejaca, to funkcja ¢ - f(r, x()) jest
rosngca. W tym celu wezmy t, t,e D, t; < t,. Wtedy x(t,) = x(t,). Mamy dalej:

Sty x(8) < [ty x () < S (L, x(t5)).
Dowody pozostalych stwierdzen z zadania pozostawiamy Czytelnikowi.
82. Jezeli liczby 1 i . /5 sa okresami funkgji f, to dla dowolnych liczb

catkowitych m i n zachodzi réwnosc f (m + n\/ 2) = S (0). Okres$lmy wigc funkcje
f w nastepujacy sposob:
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0 jezeli x jest liczba postaci m+n\/§, m, neZ
fx)= .
1 dla pozostatych x.

Funkcja ta nie jest stata (dlaczego?) i spetnia warunki naszego zadania.

83. Korzystajac z rozwiazania zad. 82 widzimy, ze liczby postaci

mf n(meZ, neN) sa okresami naszej funkcji f. Korzystajac z twierdzenia
Dirichleta (por. zad. 79, rozdz. 111), dla zadanego dowolnie ¢ > 0 dobierzmy me Z

i neN tak, zeby ]m\/2 —n| <& Wtedy dla dowolnego xeR, mamy

f(x+m\/2—n = f(x),
a wigc f jest mikrookresowa.

84. Ustalmy dowolnie xeR. Dalej, niech ¢ > 0 bedzie zadana dowolnie
liczba. Korzystajac z ciaglosci funkcji f wnioskujemy, ze istnieje 6 > 0 takie, ze
jesli [y—x| <o to |f (x)—f (W) < e

Niech wiec z bedzie dowolnie ustalong liczba rzeczywisty. Zatozmy np.. ze
z < x. Dobierzmy dalej okres o funkcji f tak maly, zeby dla pewnej liczby
naturalnej n zachodzilo, ze |z+nw—x| <d. Wtedy z ciaglosci funkeji f
w punkcie x otrzymujemy, 7e |f (z+nw)—f (x)| < &. Ale f (z+nw) = f (z), wige
|/ (z2)—f (x)| < &. Wobec dowolnosci liczby ¢ oznacza to, Ze f (z) = [ (x) i koniec
dowodu.

85. Zauwazmy najpierw, ze f (x) # 1 dla dowolnego x € R. Gdyby bowiem
f(x) = 1 dla pewnego xe R, to wtedy z podanej w zadaniu rownosci otrzymuje-
my, ze f(x) = — | i mamy sprzeczno$¢. Podobnie wnioskujemy, ze f(x) # — 1
oraz f(x) # 0 dla dowolnego xeR.

Stad wynika, ze podana w zadaniu réwno$¢ moze by¢ zapisana rOwnowaz-
nie w postaci

L+ f(x)

f(x+a) = “"T(“x)

dla dowolnego xeR.
Po podstawieniu do tej rownosci w migjsce x liczby x+a otrzymujemy

RRVAL))
H Sixta) 1 /(x) !
x42a) = Il — : = — .
e AN R (R
I —f(x)

Teraz, podstawiajac w powy7zszej rownosci w miejsce x liczbe x+2a otrzy-
mujemy
1 1

f{x+4a) = — }r& %241) - -j* = f(x).

Zatem f jest okresowa o okresie 4a.
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86. Wypuklos¢ g na przedziale (0,00) oznacza, ze dla dowolnych
u,,u,€(0,00) oraz ae[0, 1] jest spetniona nierownosc

g oy +(1—a)u,) < og (u)+(1—o)g(uy). (%)
Ustalmy dowolnie trzy liczby dodatnie x, x,, x, takie, ze x < x,; < x,.
Podstawmy w (+)u; = x,u, = x,orazo = (x, —x,)/(x, —x). Wtedy a €(0, 1) oraz
I —a = (x, —x)/(x,—x) 1 otrzymujemy

X,—X X{—X
g(x;) < F—g )+ Z—=g(x,)
,—X ,—X
Przechodzac w powyzszej nierownosci do granicy przy x — 0, otrzymujemy
X2 ™ X

X X
glxy) < a+ =g (x)) < glxy),
X3 X3

2
co oznacza, ze ¢ jest funkcja rosnaca.
Czytelnik moze teraz latwo udowodni¢ stwierdzenie z drugiej czesci zadania.



Rozpziar V

ELEMENTY TOPOLOGII
W PRZESTRZENIACH METRYCZNYCH

2. 1) K(x,r) = {x},K(x,r) = {x}, S(x,r) = 0,

2) K(x,r) = {x},K(x,r)= X, S(x,r) = X\ {x},

3) K(x,r)=X,K(x,r) =X, S(x,r) = 0.

3. d nie jest metryka.

5. a) Por.zad.45,rozdz. IV,b) pozostawiamy Czytelnikowi prosty dowod.
6. Sprawdzenia wymaga jedynie warunek trojkata, poniewaz dowod za-

chodzenia pozostatych warunkow jest bardzo prosty.
Wezmy zatem x, y, z€ X. Poniewaz d(x, z) < d(x, y)+d(y, z) oraz funkcja

t .
(@) = 11 jest rosnaca na R, (zob. zad. 45, rozdz. 1V), wigc

d(x, z) < d(x,y)+d(y, z) _
1+d(x,z)\1+d(x,y)+d(y,z)
_ Ay . A
1+d(x y)+d(y.2) 1+d(xy)+d(y,2)

d(x, y) d(y,z)
S1+d(x,y) 1+d(y,z)‘d1(x’)’)+d1(y,z).

Stad wynika, ze d, spelnia warunek trojkata.

dl(x’ z) =

8. Pokazemy np., ze d, jest metryka w R*. Dowdd, ze d,, 1d, sa metrykami
(znacznie prostszy niz dla d,) pozostawiamy Czytelnikowi.

Niech wiec X = (X;, X5y s Xy ¥ = (Vs Vo oo Vi 2 = (24, 235 ooy z,) beda
dowolnie ustalonymi elementami z R*. Mamy:

dfx,y) =0
oraz

dfx,y) = 0=(x, —y,)? +x, =y + ot

+(x—y)? = 0= (x, -y =0, (x;—y2)* =0,..,

(K=Y =0 x; =y, Xy = Ygros X = VX =Y
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Dalej jest widoczne, ze d (x, y) = d (), x).
Aby udowodni¢ warunek trojkata napiszemy:

k k
2)= Z (x;—z)* = Z [(x;=y)+ (i —2z)1* =
i=1 i=1

k
= }: L(xi"yi)z+(.Vz-zi)2+2(xi_.V.‘)(yi_Zi)] =

=) (x—y)+ 5 (yi—z)*+2 Z(x —y)(y;—z).

i=1 i= 1 =

Teraz korzystajac z nierownosci Schwartza (zob. zad. 58, rozdz. I1I) mozemy
napisac

1=
2

x i
—y)i—z) < [ 2 xi—y)*- Y ri—z)
i=1 i=1

i=1

Stad mamy

Zx—v +Z()‘ z)2 +

+2\“= X~y \/Z(y,—v)z-—

= <\/§ (Xi'—)’.')z + /Z (yi_zi)z )“ =

=(d,(x, y) +d,y, 2)*

Zatem
d,(x,2) <d,(x, y)+d,(y, 2),

co daje warunek trojkata dla funkcji d,. Zatem d, jest metryka w zbiorze R¥.

9. a) diam N = 1,

b)K(z,-;-) 52345}1(( 1> (2,3.4,5,6),

1 1
¢) wystarczy zauwazy¢, ze K (1, 5) NN = {1} oraz K( N T 1)) NN=

= {n} dla n > 1. Zatem kazdy punkt zbioru N jest punktem izolowanym,
d) Fri{neN: n >3} = 0, co jest konsekwencja punktu c,
e) M nie jest przestrzenia spojna (por. punkt c).

16. Kulg K((0,0),1) w metryce euklidesowej przedstawiono na rys. 17,
w metryce maksimum — na rys. 18, w metryce taksowkowej — rys. 19.
Czyteinik wyznaczy juz teraz latwo S((1,2),2) w tych trzech metrykach.
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N\ 1 oz 1

> V
=¥

Rys. 17 Rys.18

3
11. a) diam [—1,1] = 1, diam(—1, + ) = o diam [ —00,2) = 5

b) K(O, %) —(=1,1), S1,1) = {—1},1‘<‘<+oo, %) =[—1, + 0],

c) dist(4, B) = 3

1 1 1 1
122. A=<~ ,—,—,...;diam4 = —.
{n 21" 31’ }’ diam T
13. Srednica tego zbioru (kolejno w metryce euklidesowej, maksimum
i taksowkowej) wynosi: \/5 1, 2.

14. Oznaczmy przez dist,, dist,, dist, odleglos¢ w metryce euklidesowej,
maksimum i taksowkowej, odpowiednio. Mamy:
dist, ((1,1), 4) = /21,
dist,, ((1,1), A) = 1—\—}——5,
dist, (1, 1), A) = 2—./2.
Z drugiej strony
dist, ((1,2), A) = /51,
dist,, ((1,2),A) = 1,
dist, ((1,2), A) = 3— \/2
Ostatnie dwie rownosci nie sa tak ,,oczywiste”. Dla przykladu pokazemy, ze

dist, ((1,2), A) = 3—+/2. W tym celu rozpatrzmy sytuacje rozwazana tutaj na
rys. 20:
Niech punkt Q lezy na srodku tuku okrggu zawartego w pierwszej cwiartce.

Wtedy Q ( \/_ \/> oraz d,(P,Q) =3— f Pokazemy, ze punkt Q realizuje
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————— P(1,2
2¢ —/7( )

|
1
|
|
|
i
|
|
|

Rys. 20

odlegtos¢ dist,((1,2), 4). Rzeczywiscie, nietrudno przekona sig, ze liczba d,(P, Q)
jest rowna dlugosci odcinka PP, (QP, jest styczna do okregu w punkcie Q).
Z drugiej strony, taksowkowa odlegtos¢ innego punktu kota 4 od P jest wicksza

od d,(P, Q).

15. Sporzadzajac odpowiedni rysunek i postugujac sie twierdzeniem Pita-

gorasa, Czytelnik sprawdzi, ze:
(0

2. /rt—1
Jrr+4-2 /=1

22

=

1
2

J10

dla0<r

<
dla 1 <r<

dla /2 <r<
dla r > ./10.

16.
{ rJ1-r¥4 dla 0<r<./2
p(r) =
2 dla r>f
17.
2r dla 0<r<1
gm:{z dla r>1.
18. A=AuU{l}, 4A9=N.
19. A¢=Z\{0).
20. Mozemy wzia¢ np. A = (1,2) U (3,4), B = (2,4).
21. A*={0},FrA=4={0UA

2.C=CU{-1,1} =FrC, C'={—1,1}.

2. A"={%: neN} 0}, (A% = {0}, ((A%))! =
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24. Niech a = sup A. Z zatozenia mamy, ze a ¢ A. Ustalmy dowolnie & > 0.
Wtedy istnieje x € A taki, ze a—¢ < x. Stad mamy, 7e xe(a—¢,a+¢) = K (a,¢)
oraz x # a. Zatem ae A°.

25. 44 = {(1,0),(—1,0)}, B* = BU({0} x [~ 1,11, C* = CUR x {0}).

= (e e 3

28. A=AU{(1,2),(1, —2)}, 4° = {(1,2),(1, —2)}, Fr 4 =4,
B=([0,1]1u{2})x[0,1], B*=B, FrB=([0,1] x {0,1})u({0,1,2} x[0,1]),
C=Cu{0,1)}=FrC, c*={0,1)}.

29.4=A4= 4 u({O} x([—%, - %]UB %])) A=0.

© 1
30. A= {(x,y):l <x*+y2 <650 J{xyn®<x?+y* < n2+P +2}.

n=3
3.A=4= AU {(x,y):y = 2x}.
32. Fr@=R.

33.4 = [o,g] x[—1,1], 4 =<0,g> x(—1,1), Fr A = {boki prostokata 4}.

34. A = AU ([0,1]x {0}) U ({1} x [0,1]); 4 nie jest domknigty.

35. Wynika to stad, ze dla dowolnego punktu x tej przestrzeni zachodzi
rowno$¢ K (x, %) = {x}.

36. Wskazowka: Przeprowadzi¢ dowod nie wprost.

37. W przestrzeni R mamy:

N =2 =9,
za$ w przestrzeni R

N? = {+ o0}, Z' = {— 0, + 0}.

_38. Nie, np. jezeli X jest przestrzenia z metryka 0-1, to K(x,1) = X,
FrK (x,1) = 0, a S(x,1) = X \{x}.

39. Nie, np. w przestrzeni z metryka 0—1.

40. Niech yeK (x,r). Wezmy K (y,r—d(x,y)). Wtedy K(y,r—d(x,y)) =
< K(x,r), bo:

zeK(y,r—d(x,y))=d(y,2) <r—d(x,y)=
=d(x,)+d,z2) <r=d(x,2) <d(x,y)+d(y,z) <r=zeK(x,r).

Stad wynika, ze K (x,r) jest zbiorem otwartym.
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41. Rozwazmy rodzing {A,},, zakladajac, ze A, jest zbiorem otwartym

w przestrzeni metrycznej X, dla kazdego te T. Wezmy x e | ) A, Wtedy istnieje
teT
toe T takie, ze xe A, . Poniewaz A, jest otwarty, wiec istnieje r > 0 takie, ze

K(x,r) = 4, . Stad K(x,r) = 4, = | ] 4,, a wigc | ) A, jest zbiorem otwartym.
IO 0 t

teT teT

n
Zalozmy teraz, ze zbiory By, B,,..., B, sa otwarte w X. Wezmy x e ( B.
i=1

Wtedy xe B,, dla kazdego i = 1,2,.., n. Poniewaz B, jest otwarty, wiec istnieje
r; > Otakie, ze K(x,r)  B,,i = 1,2,...,n.Niechr = min {r,,7,, ..., .t > 0. Wtedy

K(x,r) = K(x,r) = B; dla kazdego i = 1,2,..,n, wiec K(x,r) = () B;. Zatem

. i=1

() B, jest zbiorem otwartym.

i=1
| 11

42. W przestrzeni R wezmy ciag kul K <O, —) = <— -, —) ,h=1,2,..8ato
n n

n

zbiory otwarte. Ale (| K <0, %) = {0}, a {0} nie jest zbiorem otwartym w R.
neM

43. Zalozmy, ze A jest zbiorem otwartym w przestrzeni metrycznej X. Niech
x€A’. Nalezy pokazaé, ze xe A4'.

Przypus¢my, dla dowodu niewprost, ze x ¢ A’ => x € A. Z otwartosci A wyni-
ka, ze istnieje r > 0 takie, ze K(x,r) = A=K (x,r)n A" = . Zatem x nie jest
punktem domknigcia zbioru A i sprzeczno$¢.

Dowod implikacji odwrotnej pozostawiamy Czytelnikowi.

44. Skorzysta¢ z zad. 41 i 43 oraz z zad. 13 i 47, rozdz. 11

. , . . . 1
45. W przestrzeni R wezmy ciag zbiorow domknigtych A4, = [—1+ -,
n

1 e ¢}
1— —:], n=12,. Wtedy | ) 4, =(—1,1) i nie jest to zbiér domkniety.

n n=1

47. Niech ze K(A4,r). Wtedy dist (z, A) < r. Zatem istnieje ye A takie, ze
d(z,y)<r.Stad zeK(y,r) = (] K{x,r).

xed

Dowad inkluzji odwrotnej pozostawiamy Czytelnikowi.

48. Prosty dowdd wskazanej w zadaniu inkluzji pozostawiamy Czytel-
nikowi. W celu pokazania, ze inkluzji nie mozna na ogét zastapi¢ rownoscia,
wezmy zbior X (zlozony przynajmniej z dwoch punktow) z metryka 0— 1. Wtedy

2
dlar,=r,= 3 oraz dla ustalonego x € X mamy:

K(x,ry) = {x}, K(K(x, riry) =K(x,r,) = {x}
Z drugiej strony
K{x,ry+r)) =X # {x}.
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. - ) 1
49. Jezeli x € A, to dla dowolnie ustalonego neN mamy K (x, —) NnA#0.
n

Zatem istnieje y,€ A taki, ze d(x,y,) <—. Oznacza to z jednej strony, ze
7

dist(x, A) = 0, a z drugiej strony mamy, ze ciag {y,, jest zbiezny do punktu
x w przestrzeni X.
Dowody implikacji odwrotnych s3a rownie proste.

52. Wezmy dowolny b € B. Z zatozenia istnieje a€ A taki, ze d (a.b) <r. Stad
aeK (b,r) i dalej, ac K (B,r). Zatem ae A n K (B,r). Daje to z jednej strony, ze
AN K (B,r) # 0, za$ z drugiej strony pokazuje, ze dla kazdego be B istnieje
ae A n K (B,r) takie, ze d(a,b) < r. To z kolei oznacza, ze be K(4 n K (B.r), r)
i koniec dowodu.

54. 7 zadania 53 mamy, 7e A A
Aby udowodni¢ implikacje odwotna wezmy dowolnie ustalona liczbe r > 0 oraz

xeA. Wtedy istnieje ye A taki, ze d(x,y) < % Poniewaz ye A. wiec
istnieje z€ A taki, ze d(y,z) < % Stad mamy

d(x,2) <d(x,y)+d(y,z) <,
a zatem K (x,r)n A # 0 dla kazdego r > 0. Oznacza to, ze xe A.

55. 7 zadania 53 mamy, ze¢ AU B < A U B. Poniewaz A U B jest zbiorem
domknigtym (zob. zad. 44), wiec AUB < Au B. Z drugiej strony, niech
xe AU B. Wtedy x € A lub x € B. Zatézmy np., Ze x € A. Wiedy dla kazdegor > 0
zachodzi, ze K(x,r)n A # 0 skad K(x, r)n(Au B) # 0. Zatem x = AUB.

Pokazuje to, 72 A UB < AU B.

§7. Niech xe A\ B. Stad xe Aix¢B. Poniewaz x e A, wiec dla dowolnego
r> 0 zachodzi, ze K(x,r)n A # 0. Ale x ¢ B, wiec istnieje r, > 0 takie, ze
K(x,rynB = 0 dla 0 <r <r, W konsekwencji, dla kazdego r > 0 mamy, ze

K(x,r)n B # §.

Dalej wnioskujemy, ze K (x,r) (4 N B) # @ dla kazdego r > 0, a wigc
xeA N B. Poniewaz A n B' = A\B (por. zad. 14, rozdz. II), wigc xe A\B.

Biorac A = (0,1), B = (1,2) w przestrzeni R widzimy, Ze inkluzji w zad. 56 nie
mozna zastapi¢ rOwnoscia.

Z drugiej strony, dla 4 = (0,2), B = (0,1) ( takze w R) mamy:

A\B=(1,2], ale A\B=[12]

58. To,2e Gn A = G N A, jest prosta konsekwencja zad. 53. Aby udowod-
ni¢ inkluzj¢ odwrotng zatozmy, ze xeGnA. Wtedy dla dowolnego r >0
zachodzi, ze K(x, r)meA # (. Zatem istnieje punkt ye Gn A taki, ze
d(x,y) <r. Poniewaz yeG i G jest otwarty, wigc istnieje ry > 0 takie, ze

(ya 1)C G
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Z drugiej strony ye A4, zatem K (y,r;)n A # 0. Stad K (y,r) n G~ A # 0.
Dobierzmy teraz r, tak, zeby r, < r—d(x, y). Wtedy K (y,r,) = K(x,r). Zatem
K(x,r)nANnG #0, a to oznacza, 7e xe An G.

60. Inkluzja A = A4 wynika z zad. 59.
Na odwrét, zalozmy, ze xe A. Wtedy istnieje r > 0 takie, ze K (x,r) = A.
—_— o
Korzystajac z zad. 40 wnioskujemy, ze K (x, r) = K (x,7) € A, a to oznacza, 7ze

xeA.

61. Mamy AnB< AnB,a poniewaz A N B jest zbiorem otwartym, wiec
o o —
ANnBc AnB.

Aby udowodni¢ inkluzj¢ odwrotna zalozmy, ze xe 4 N B. Wtedy istnieje
r > 0 takie, ze K (x,r) c AnB. Stad K (x,r) = A i K (x,r) = B co daje, ze xe A
i xeB. Zatem xe A N B.

62. Jezelixe AU B, to xe A lub xeB. Zalozmy np., 7e x€ A. Wtedy znaj-

dziemy r >0 takie, z2 K(x,r)c A. Stad K (x,)c AUB, wiec xeAUB
1 koniec dowodu.

63. Niech xe 4\ B. Wtedy istnieje r > 0 takie, ze K (x,r)  A\B = A B
(zob. zad. 14, rozdz. 11). Stad K (x,r) = A oraz K (x,r) = B'. Oznacza to, 7e xe A
oraz x¢ B. Zatem xe A\ B.

) B —_—
64. Inkluzja F U 4 = F U A jest konsekwencja zad. 59. Na odwrot zatozmy,

ze xe F U A. Wtedy istnieje r > 0 takie, 7e K (x,r) =« F U A. Wezmy dowolne
yeK (x,r).Jezeliye F,to ye F U A. Jezeli zas y¢F,to poniewaz F jest domkniety,
znajdziemy r, >0 takie, ze K(y,r,)nF = 0. Dobierajac r, tak, zeby
K(y,ry) = K(x,r,) widzimy, ze K (y,r,) = A. Zatem ye A, a stad yeFUA.
Reasumujac otrzymujemy, ze K(x,r)cFUA co oznacza, 7€ Xe€

€ F U A. Koniec dowodu.
66. Korzystajac z definicji brzegu zbioru mamy:
Fr(AuB)=AUBNX\(AUB)=(AUB)n(4UB) =
=(AUB N (A NB)c(AUB) A4 NB)=
= (A—r\ZmE)u(BmZmE) c(AnA)U(BNB)=FrduFrB.

W trakcie dowodu wykorzystalismy zad. 55 i 56.

67. Korzystajac z tych samych faktéw, z ktorych korzystaliSmy w roz-
wigzaniu zad. 66, mamy:

Fr(4nB)=AnBn(AnB) c(AnB)n A OB = (AN B)n (4 UB) =

=(ANBnA)YU(ANBAB)c(AnA)U(BNB)=FrdUFrB.
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68. Niech xeA. Wtedy istniecje r >0 takie, ze K(x,r)c A. Stad
K(x,r)n A" = 0. Zatem x¢Fr A, a wigc xe A\ Fr 4.

Na odwrot, jezeli xe A\ Fr4, to xeA oraz x¢Fr A. Stad, ze x ¢FrA
wynika, ze istnieje r > 0 takie, ze K (x,r) " A = @ lub K (x,r) n A" = 0. Pierwsza
sytuacja jest niemozliwa (bo x € A), wigc K (x,r) n A" = 0. Stad K (x,r) = A,a to
oznacza, 7ze X € A

69. Niech xeA. Wtedy dla dowolnego r >0 zachodzi zwiazek
K(x,r)n A # 0. Jezeli xe A, to xe AUFrA. Jezeli x¢ A, to w kuli K(x,r)
znajduja sie zarowno punkty z 4, jak i z A, wigc xeAn A, co implikuje, ze
xeFr A i w konsekwencji x = AU Fr 4.

Teraz zalozymy, ze xe AU Fr A. Wtedy xe 4 lub xeFr A. Jezeli prawda
jest, ze xe A, to xe A. Jezeli za§ xeFr 4 = An A, to stad tez wynika, ze x€ A.
Koniec dowodu.

71. Korzystajac z tego, ze A = A’ oraz z zad. 54, mamy:

FrA—zfzim/lefTr\A c An A = Fr A.

Pokazemy, ze np. inkluzji w zad. 71 nie mozna na ogot zastapi¢ rownoscia.
Istotnie, w przestrzeni R wezmy A = Q. Wtedy Fr@=Qn@ =RnR =
=R

Z drugiej strony Fr @ =Fr R =Rn 0§ = 0.

73. a) Zauwazmy, ze X \ X\ 4 = A, a wiec nalezy pokazaé, ze A = A’

Niech wiec xe A. Wtedy K (x,r) = A dla pewnego r > 0. Stad K(x,r)n
NnA =0, a wiec x¢ A" co daje, ze xeA/ Jezeli teraz xeA to x¢ A'. Zatem
istnieje r > 0 takie, ze K (x,r) n A" = {). Oznacza to, ze K(x,r) < 4,a wice x € 4.

b) Wzor ten jest konsekwencja wzoru z a. Sprawdzic!

¢) Wynika latwo z b.

74. Jezeli A jest brzegowy, to A = 0. Ze wzoru z zad. 73a wynika, ze wtedy
X\X\ 4 =0, azatem X = X \A.Jezeli X = X\ A, to oznacza to, ze A =X.
Pomewaz A = A, wiec stad mamy 4 = A NX = AnA. Wiedy 4 c A, wiec
AnX \A 0. Poniewaz jednak (zad. 73a)X\A A zatem A= An A= 0,co
oznacza, 7e A jest brzegowy.

75. Jezeli A jest brzegowy, to A = . Zatem zadna kula otwarta nie zawiera
sie W A4, a wigc musi zawiera¢ punkty spoza A. Stad wynika, ze kazdy zbior
otwarty zawiera punkty nie nalezace do A. Oznacza to dalej , ze A’ jest zbiorem
gestym.

Teraz zakladajac, ze A’ jest gesty wnioskujemy, ze w kazdym otoczeniu
dowolnego punktu z A znajduja si¢ punkty spoza A, wigc A=0.

77. Wskazowka: Skorzysta¢ z zad. 76.
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78. Zat6zmy, ze A, B sa brzegowe oraz A = A. Mamy:

Fr(AUB)=AUBN(AUB) =(AUBNA B =(AUB)nANE.

Ostatnia ré6wnosé jest konsekwencja faktu, ze A’ jest otwarty (zad. 43 oraz
zad. 58). Stad mamy dalej:

Fr(AUB)=(AUB)nA' =AUB>AUB,
Oznacza to (zad. 74), 22 A U B Jest zbiorem brzegowym.

79. Pierwsza rownowaznosé jest konsekwencja definicji. Druga natomiast
wynika z zad. 74.

80. Korzystajac z zad. 75 mamy:

A jest nigdziegesty <> A jest brzegowy <> kazda kula K (x, r) zawiera punkty
nie nalezace do 4. Niech ye K (x, r) bedzie taki, ze y¢ A. Wtedy istnieje r; > 0
(dobierzmy r, tak, zeby K(y,r) < K(x,r), 22 K(y,r)n 4 = 0. Oznacza to, ze
w kazdej kuli zawiera si¢ kula nie majaca punktow wspdlnych ze zbiorem A.

81. Poniewaz A — 4 = 0, wigc kazdy zbidr nigdziegesty jest zbiorem
brzegowym.

O tym, ze nie kazdy zbior brzegowy jest nigdziegesty mozna sie przekonaé
biorac zbior @ w R.

82. Zalozmy, ze A i B s3 brzegowe oraz 4 jest nigdziegesty. Wtedy mamy:

Fr(AuB)=(AUB)NnA AB>(AUB)ndNB.

Dalej, korzystajac z faktu, ze A4 jest otwarty i z zad. 58, otrzymujemy:

FlAUB) 5 (AUB) A B =(AuB)nd =AuB>AUB,

przy czym skorzystaliSmy tutaj z zad. 79. Stosujac wynik z zad. 74 konczymy
dowod.

83. b) Domknigtos¢ C wynika z faktu, ze C mozna przedstawi¢ w postaci
C=1[0,1]\ O A;, gdzie A, (i = 1,2,..) oznaczaja przedzialy otwarte usuwane

i=1
zprzedziahu [0, 1]. Na podstawie zad. 41 zbiér O A; jest otwarty, a zatem piszac
i=1

C=1[0,1] m( O Ai>, widzimy, ze C jest zbiorem domknietym jako iloczyn
dwéch zbior()v:/ c;omknigtych.

¢) Poniewaz C jest domknigty, wigc wystarczy pokazaé, 7e C jest brzegowy.
W tym za$ celu wystarczy udowodnid, zeo A; Jest gesty w przedziale [0, 1]

=1

(por. zad. 75). Szczegoty pozostawiamy Czytelnikowi.
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85. Dla ustalonych x, yeRF, x = (x,, X5, .., X,), ¥ = (V1 V2, - Vi), Mamy:

; [
d,(x,y) = max |x;—y]| < \/
1<i<k

& k o
Y (—y) = dfx ) < Y Jx—p)? =

i=1 i=1
k

= Y Ix;—yl =d (x,y) <k ‘ril?i(k |x; —yil = kd,,, (x, ).

i=1 sis

Stad wynika, ze wszystkie trzy metryki d,, d,,, d, sa jednostajnie rownowazne
w Rk,
86. Rozwazmy przestrzen R, gdzie d jest naturalng metryka
dix,y)=|x—yl dla x,yeR.
Wtedy

dy(xy) = ot

Gdyby d i d, byly jednostajnie rownowazne na R, to istniataby stata >0
taka, ze

d (x,y) < Bdy(x.y)
dla dowolnych x,yeR. W szczegolnosei, biorac y =0 oraz x =n, nelN,
mieliby$my

<P

n
n<f-—r
n+1

+
dla neN i sprzecznos¢.

87. Wskazowka: Pokazaé, ze jesli d, i d, sa jednostajnie rOwnowaz-
ne (por. zad. 85), tzn. jesli istnieja stale >0 i B >0 takie, ze
ad (x,y) < dy(x,y) < pd(x,y) dla x,ye X, to wtedy

K, (x,r) € K,(x, fr}
oraz

K,(x,r) < Ky(x,r/x)
dla dowolnego xeX i dla dowolnego r > 0 (K, oznacza kule w metryce d,,
a K, — kule w metryce d,).

88. Mamy:

(V1 ¥2) €K (x4, X,), 1) = d (X, X5), (¥4, ¥2)) <1<

< max {d,(x;,y), dy(x5, ¥o)} <r<sdy(x,p) <r 1 dy(x,,p,) <1
=y eK (x,r) 1 y,eKy(x5r) (v, y,) € K(x;,1) x Ky(xy,r).

89. Zaldzmy, ze {x,} jest ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni X z metryka

, o 1
dyskretna d. Wtedy istnieje noeN takie, ze d(x,,x,) <5 dla n, m > n,. Stad
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wynika, ze x, = x,, dla n,m > n,, a wigc ciag {x,} jest ciagiem prawie statym. Za-
tem ciag ten jest zbiezny do x, skad wynika, ze X jest zupetna.

90. Nie, bo np. ciag {x,}, x, = n, spelnia warunek Cauchy’ego, ale nie jest
zbiezny w tej przestrzeni.

91. W przestrzeni R?* z metryka euklidesowa wezmy ciag zbiorow {A4,}

neN®

1 1
gdzie A,,={(x,y):—1<x<0, 0<y<<;—1>x+—}u{(x,y): 0<x<
n

n
zstepujacym ciggiem zbiorow spojnych, ktorego czgs¢ wspolna nie jest zbiorem
spojnym,.

1 1
<1, O<y< <1 — —>x+ —}, n=12. kLatwo sprawdzic, Ze{A,,}neN jest
n

92. Nie. Jako przykltad mozemy wzia¢ w przestrzeni R? (z metryka
euklidesowa) ciag zbiorow {4,}, . gdzie

A, ={0y):—1<x<0,y=(m—1)x+n}u

U{y):0<x<1l,y=(1—n)x+n},
n=12,. Czytelnik sprawdzi, Zze jest to zstepujacy ciag zbioréow spojnych
i domknietych, ktorego czgs¢ wspolna nie jest zbiorem spojnym.

93. Wskazowka: Pokaza¢, ze kazde dwa punkty rozwazanego zbioru
mozna potaczy¢ famana ztozona z dwoch lub trzech odcinkow rownolegtych do
osi ukladu wspotrzednych.

94. d nie jest metryka w przestrzeni C [a,b], poniewaz np. d nie spetnia
warunku symetrii (sprawdzic!).

96. Ustalmy dowolnie liczbe & > 0 i znajdzmy n,eN takie, ze d(x,, x,,) <
<e¢f2 oraz d(y,y,) <¢2dlan,m = n, Wtedy

|ty — ay| = 1d (X V) = d (X, )| = 1d (X V) —

—d (X )+ (X Yp) —d (X )| < N (X5 V) —

—d Yo X))l + 1d (Y X,) —d (x,, y,)| <

S d(X,, X)) +d Vo y,) <&2+e2=¢
dlan,m > n,. Zatem ciag liczbowy {a,} jest ciagiem Cauchy’ego w R i z zupetno-
$ci R wynika, Ze jest on zbiezny.

97. Zwrotnos¢isymetria S s3 oczywiste. Aby pokazaé, ze S jest przechodnia,
wezmy ciagi {x,}, {y.}. {z,}€4 takie, ze {x,} S{y,} i {y,) S{z,}, tzn.
lim d(x,,y,) =01 lim d(y, z,) = 0. Wtedy, korzystajac z nierbwnosci

d(xy2,) < d(x, y,) +d (Y 2,)
wnioskujemy, ze lim d(x,,z,) = 0, a wicc {x,} S{z,}.

n—w
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98. Wezmy dowolny ciag {x,} taki, ze x,eA4, dla n=1,2,.. Ustalmy
dowolnie liczbe ¢ > 0 i znajdzmy n, € N takie, ze diam A, <& Wtedy z faktu, ze
{A,} jest ciagiem zstepujacym wynika, ze {x,n>n,; < A,, zatem
d(x,,x,) < diam4, <e dla m, n>n, Stad {x,} jest ciagiem Cauchy’ego
w przestrzeni (X, d) 1 z zupetnosci tej przestrzeni wynika, ze istnieje x € X takie, ze
lim x, = x. Poniewaz {x,: k > n} = A,, wigcz domknigtosci 4, wynika, ze xe 4,

n—wo

dla dowolnego ne M. Stad xe () 4,.
n=1

Pokazemy teraz, ze x jest jedynym punktem o tej wlasnosci. Gdyby bowiem
istniat y # x taki, ze ye () A, to stad, ze diam A, > diam () 4, >d(x,y)dla
n=1 k=1

wszystkich neM, wynikaloby, ze lim diam A, nie moZe by¢ rowna zeru.

n— o

Sprzecznosc.
99. Jezeli G jest otwarty w przestrzeni metrycznej (X, d), to G jest typu G,

bowiem G = () G,, gdzie G, = G dla n = 1,2,... Ale G jest rowniez typu F,,
. n=1
poniewaz mozemy napisac

o= 0 (x(e3))

. 1 , . . N .,
gdzie K (G, —) oznacza kule o srodku w zbiorze G 1 promieniu ;;_]GSI to zbior
n
otwarty (por. zad. 47, 44 i 43).
100. Wskazowka: Skorzysta¢ z zad. 99 i 43.

101. Jezeli A jest F ,to A = U F,, gdzie F, sa domknigte. Wtedy z praw

n=1

de Morgana (zob. zad. 47, rozdz. II) wynika, ze A" = ﬂ F,, a poniewaz F, s3
n=1

otwarte, wiec A’ jest typu G, Dowdd implikacji odwrotnej jest podobny.

= 1 ..
102. Mamy: [a,b) = () (a—;, b), wiec [a,b) jest typu G, Z drugiej
n=1

strony

© 1
[a,b)= ) [a, b— ;1:|

n=k

1 .
— > q). Zatem [a, b) jest rowniez zbio-

(gdzie k jest taka liczba naturalna, ze b— p

rem typu F .
Dowdd dla przedziatu (a, b] jest podobny.
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103. Napiszmy @ = ( } F,, gdzie F, oznacza zbior jednoelementowy (wigc
n=1
domkniety) ztozony z n-tej liczby wymiernej (liczby ze zbioru @ mozna ustawi¢
w ciag: por. zad. 2, rozdz. 11I).
To, 7e &' jest zbiorem typu G; wynika teraz z zad. 101.

104, Fakt, ze @ jest pierwszej kategorii uzasadniamy tak samo, jak to, ze
@ jest zbiorem typu F_ korzystajac dedatkowo z tego, Ze zbior jednopunk-
towy jest nigdziegesty w R. o

Zauwazmy dalej, ze @ nie jest nigdziegesty w ), bowiem @ = R = R.

105. Niech A bedzie zbiorem I kategorii w przestrzeni metrycznej zupelnej
X. Wystarczy pokaza¢, ze w dowolnie ustalonym zbiorze otwartym G znajduje
sie punkt nie nalezacy do A4 (por. zad. 75).

W tym celu wezmy dowolny punkt xe G oraz r > 0 takie, zeby K (x,r) = G.

Poniewaz A jest I kategorii, wiec 4 = (| M, gdzie M, (n = 1,2,...) sa zbiorami
n=1
nigdziegestymi w X, Z wyniku zawartego w zad. 80 wynika. ze istnie-
je Kix,.r;)c K(x,r) taka, ze K(x,,r,)n M, = ¢ (zalozenie, ze bierzemy
kule domknigte, nie ma tutaj zadnego znaczeniaj. Z faktu, ze M, jest nigdzie-
gesty wynika, ze istnieje kula K(x,,r,) taka, ze K(x,,r,) < K(x,,r,) oraz
Ki(x,,r;)n M, = 0. Mozemy tutaj dobra¢ r, tak, zeby r, <r;/2. Kon-
tynuujac to postgpowanie znajdziemy cigg kul {K(x,r,)} taki, ze
Kix,,  roe) ©K(x,.r), K(x,r)nM, =0 oraz r,<r,/2"" ' (n=12,.).
Z twierdzenia Cantora (zad. 98) wynika, ze | ) K (x,,r,) sklada sie z dokladnie
n=1

jednego punktu y. Oczywiscie y ¢ M, dla kazdegon = 1,2, ..,skad y¢ 4. Ale ye G
i koniec dowodu.

137, Miech X bedzie przestrzenia metryczna zupeina. Gdyby X byla
zbiorem [ kategorii, to zgodnie z twierdzeniem Baire’a (zad. 105) X byla-
by zbiorem brzegowym, tzn. X = 0. Ale X = X i sprzeczno$¢. Zatem X jest Il
kategorii.

108, Wezmy A = {a,b) = R. Wtedy A= (a,b) wigc A nie jest brzegowy.
Zatem, zgodnie z zad. 105 4 nie moze by¢ zbiorem | kategorii, wiec jest zbiorem I1
kategorii.

109. Wskazdwka: Skorzysta¢ z zad. 108.

110. Zbior @ jest I kategorii (zob. zad. 104), wiec gdyby & byl I kategorii, to
R =Q@uQ byiby zbiorem 1 kategorii (zad. 106). Jest to jednak sprzeczne
wynikiem z zad. 107. Zatem @’ jest zbiorem [I kategorii.

111. Gdyby &' byt zbiorem typu F_, to bylby suma co najwyzej przeliczalnej
ilosci zbiorow domknigtych i zarazem brzegowych (bo &' jest brzegowy), czyli
suma co najwyzej przeliczalnej ilosci zbiorow nigdziegestych. Oznaczaloby to, ze
Q' jest T kategorii. Sprzecznosé¢ z zad. 110.

Stad juz wynika, ze @ nie jest zbiorem typu G, (por. zad. 101).
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112. Jest to prosta konsekwencja zad. 106 1 107.
113. Wskazowka: Skorzysta¢ z zad. 112.

114. Na przyklad przedzial 4 = (a,b) w przestrzeni R jest zbiorem II
kategorii (zob. zad. 108), ale jego dopelnienie tez jest zbiorem II kategorii. Zatem
A nie jest rezydualny.

115. Zalozmy, 7e A jest rezydualny w przestrzeni metrycznej zupetnej X.
Wtedy X \ 4 jest 1 kategorii, zatem na mocy twierdzenia Baire’a (zad. 105) zbior
X\ A jest brzegowy, tzn. X \ 4 = 0. Dalej, korzystajac z zad. 73b, mamy:

A=X\X\A=X,
co oznacza, ze A jest gesty w X.

116. Niech 4 ma wlasnos¢ Baire’a, tzn. 4 = G » P, gdzie G jest otwarty, za$
P jest I kategorii. Rozwazmy zbiory N i Q okreslone nastgpujaco:

N =G\G,

Q=NaP.
Zauwazmy, ze N jest domkniety, bo N = G N G'. Ponadto, N jest nigdziegesty.
Zeby to pokaza¢ wystarczy udowodnié, ze N jest zbiorem brzegowym (poniewaz
jest domkniety). Korzystajac z zad. 61 mamy:

o =t 2 °r — °y
N=GnG=G6nGcGnG.
Dalej, z zad. 73b mamy, ze d = GI. Zatem
NcGAG =9,
skad N = 0, a wiec N jest nigdziegesty.
Teraz fatwo juz wywnioskowac, ze Q jest zbiorem I kategorii, poniewaz
O=(NUP)\(NnP)c NUP,

a zbior N U P jest I kategorii.

Nastepnie podstawmy F = G. Wtedy korzystajac z faktu, ze G = GaN
(sprawdzi¢!) mamy

A=GaP=(GaN)aP=Ga(NaP)=FaQ

(korzystamy tutaj z zad. 56, rozdz. II).

Aby udowodni¢ druga czes¢ twierdzenia zatozmy, ze A = F 4 Q, gdzie F jest
domkniety, za$ Q jest zbiorem I kategorii. Podstawmy G = F. Wtedy zbior N,
N=F \15 jest nigdziegesty. Rzeczywiscie:

—— T . % . o

N=F\F=FAnF=FnFcFnFcFnF =§.

Stad juz tatwo otrzymujemy, ze zbiér P = N2 Q jest zbiorem I kategorii. Biorac
pod uwage, ze F = G2 N (sprawdzic¢!), mamy
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A=FaQ =(GaN)aQ =Ga(NaQ)=GnaP,
co konczy dowod.

117. Jest to natychmiastowa konsekwencja definicji zbioru o wlasnosci
Baire’a oraz zad. 116.

118. Korzystamy ze wzoru
(AaBY = A'aB

(zob. zad. 55, rozdz. II).
Zatozmy wigc, ze A ma wlasno$¢ Baire’a. Wtedy A = G a P, gdzie G jest
otwarty, P za$ jest I kategorii. Wtedy

A =GaP
wiec z zad. 116 wynika, Zze A’ jest zbiorem o wlasnosci Baire’a.

119. Wobec zad. 118 wystarczy pokaza¢, ze Q ma wlasnosé Baire’a. Fakt ten
wynika stad, ze Q jest zbiorem I kategorii (zad. 104) oraz z zad. 117.



Rozpziat. VI

CIAGI LICZBOWE

1. a) ograniczony i malejacy,

b) ograniczony (mozna pokaza¢, ze b,e[—3, 8] dla ne N); poczawszy od
drugiego wyrazu Scisle malejacy,

¢) ograniczony i malejacy,

d) ograniczony z dotu przez liczbe 1, ale nieograniczony z gory. Jest to ciag,
ktory nie jest monotoniczny.

2. Czytelnik sam przeprowadzi proste dowody.
2n+1
+1

3. a) Ustalmy dowolnie ¢ > 0. Zal6zmy, ze —2| < & Stad otrzymu-

1
jemy, ze I < egawigcn > P 1. Zatem wystarczy (zgodnie z definicja granicy

n+
1
ciagu) wziaé n, = |:; —1|+2

b), ¢), d) — pozostawiamy Czytelnikowi.
e) Ustalmy dowolnie M > 0. Zal6zmy, ze log (logn) > M. Stad znajdujemy,

ze n > 101%™, Zatem w definicji ciagu zmierzajacego do co wystarczy podstawi¢
ny, = 101°%

4. Zaldéimy, ze |a,| < M dla ne N. Ustalmy dowolnie ¢ > 0 i wezmy liczbg

& =5 Poniewaz lim b, = 0, wigc istnieje n, € N takie, ze |b,| < &, dlan > ny.

n— o

Zatem, dla n > n, mamy:
|la,| |b,| < & -M=la,b,| <e,

a to zgodnie z definicja granicy oznacza, ze lim a,b, = 0.

n— o

n
5.a) O =—
a) Oznaczmy x, e

, ¥, = sin(3n+1),n = 1,2,.. Wtedy oczywiscie
lim x, = 0, za$ |y,| = |sin(3n+1)| < 1 dla wszystkich neN, a wigc {y,} jest
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ograniczony. Z twierdzenia z zad. 4 wynika, ze lim a, = lim x,y, = 0.
n— oo n—oo

b), ¢) — podobnie. Szczegdly pozostawiamy Czytelnikowi.

-1 —
6. a) lim g, = lim M= im 3n

n— o n— o 2n2 nsw 2N n— o 2

b) lim b, = lim ——— — lim ——— — —

oo tonsw fp2y o onee [141/n?

1
¢) limc, = I Wskazowka: Wykorzysta¢ wzor z zad. 2, rozdz. 1,

n— oo 8
) 1
d) limd, = — -,
12:3"4+2-4"
e) lim e, = lim 43734247 lim i =
i T NN TS 4 16 aow 524 16-47
4
3 n
1 —
= lim—2<4> - _2 1
T e 2y . 16 %
Z) +1
5<4) 116
5
f) g’

\/n +n— \/n —n \/n +n+\/n —n
\/n +n+\ﬁ1 —n

g) 11m g, = hm

= lim nPAn—ntn lim 2 =
= =1li
n— o \/n +n+\/n —n n— oo \/n2+n+\/n2—n
2n
2
= lim = lim =—-=1,
*2

n=o \/n +n+\/n —n ""°°\/1+ +\/1__

k)2, 1) f;-, m) 1.

7.2) 7, b) 1, ¢ L

d) Dodajac stronami nierownosci:

n*+n  n*+k " n?
otrzymujemy
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142+...+n 142+...+n
X d,, X7 2

n*+n n
1
skad 2 <d, < 124_— Zatem na podstawie twierdzenia o trzech ciagach otrzymu-
n
1
jemy, ze lim d, = >
e 1, f) 1
8. Poszukiwana granica jest rOwna 2.
(n?)!
.. a . 21(n*=2)!
9. lim = =lim —— =
n—>o D, n— o n2(n+1)2

4
10. 1. 11. 1.
12. a) lim n(3/n*+n—n)=
~ lim n(3/n®+n—n)(3/(*+n?+ 3> +mn+n?)
n- o 3/(n3+n)2 +\3/(n3+n)n3+n2
: n-n
= lim =
o 3 +n) + Y (P +n)n® +n?
L
. n? 1
= lim ==,
n~o [(p34n)? m+mn®> > 3
YN n T
4
b) -.
) 3
13. a) Mamy:

O GRIRG O

132435 n n—l ntl Lntl

223344 n—1 n n 2 n

[ =

Stad 1 =_.
2 Jim a0 =5
b) Korzystajac ze wzoru z zad. 15, rozdz. I mamy:
n
"o+l
Stad lim b, = 1.

n— o

¢) Granice tego ciagu Czytelnik obliczy samodzielnie.
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14. Ustalmy ¢ > 0 tak male, zeby g+¢ < 1. ZnajdZzmy n,eN takie, zeby

Gn+q
a

—q| < e dla n > n,. Dalgj, biorac dowolne n > n, mamy:

Qp+y
a

a,
—gq|<eeeq—e < |7 <qte=la,, | <lal(g+e)

Stad mamy |an0+ 1l < lanol (q + 8) = 'an0+ 2‘ < lanol (q + 8)2 i OgélUiCZ

|an,|
(gt+e)y°

la,) < (g+¢) dla n>n,.

Zatem, na podstawie twierdzenia o trzech ciagach otrzymujemy, ze lim a, = 0.
n—w

15. a) Mamy:

apey| 27ttt 2":2-n! ) 2

A D 27 e e DAl aw

lim

n—+ o

n

Stad i z zad. 14 wynika, ze lim a, = 0.

b) lim b, = 0. Dowod podobny jak w a.

16. Twierdzenie to jest udowodnione w rozwiazaniu zad. 75, rozdz. III.

17. Wystarczy zauwazy¢, ze ciag {a,} jest rosnacy (dowod jest trywialny)
i ograniczony (zob. zad. 50, rozdz. III).
Nastepnie skorzystac¢ z twierdzenia w zad. 16.

18. Bez trudu dowodzimy, ze ciag ten jest rosnacy, a nawet Scisle rosnacy.
. . 1 .
Korzystajac z zad. 34, rozdz. I, mamy, ze g, < 2—— < 2dla ned, a wigc ciag
n
ten jest ograniczony z gory przez 2. Stad istnieje lim a, oraz granica ta nie
n—w

przekracza liczby 2.

1\" n+1
19. Oznaczmy a, = (1 +~n—> , b= (l + ;) . Zauwazmy, 7e Wwyrazy
obydwu ciagow sa dodatnie. Mamy:

1 n+1
14— ,
Gyiy n+1 _< n*+2n )".n+2_

- n2+2n+1) n+1

1\"
")
n

_(i- 1 " n+2
- n+2n+1) n+1’

Stad i z nierownosci Bernoulliego otrzymujemy:
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Apiy n n+2 n*+3n*+3n+2
Z|1-— ’ =73 2 > L
a n“+2n+1/) n+1 n’+3n*+3n+1

n

Zatem ciag {a,} jest scisle rosnacy. Podobnie pokazujemy, ze ciag {b,} jest $cisle
malejacy.

Z drugiej strony zauwazmy, ze ciag {b,} jest ograniczony z dotu, np. przez
liczbe 1, za$ ciag {a,} jest ograniczony z gory przez liczbe 3 (por. zad. 48,

. .. . L. . ... b,
rozdz. ITI). Zatem ciagi te sa zbiezne do granic wlasciwych. Poniewaz lim —* =

-
nooan

n— oo n—oo n— o

1
= lim (1 + —) =1, wigc lim g, = lim b, = e. Zauwazmy jeszcze, ze z prze-
n
prowadzonego wyzej dowodu wynika, ze
1\" 1 n+1
(1+—> <e<<1+—)
n n
dla kazdego neN.

20. Zgodnie z nierownoscia ustalona wyzej (tj. w rozwiazaniu zad. 19) mamy
n+1
(1 + ; > e. Stad
Ly 1\*+? 1y 1\" 1 3
O<e—<1+—) < <1+—> —<1+—> < <1+—) <l
n n n n/ n n n
dla dowolnego ne M.
21. Niech n, bedzie dowolnym ciagiem liczb caltkowitych dazacym do co.
1 n
( 1 +—> —e
n

1
< edlan, > ny. Zatem lim (1 +—> =e.

n, = n,

Wtedy dla dowolnego ¢ > 0 istnieje n, = n,(¢) takie, ze <egdla

1\™
<1+—) —e
ny

Jezeli teraz ciag {a,} (a, > 1) dowolnych liczb zmierza do oo, to istnieje taki
ciag liczb catkowitych {n}, ze n, < a; < n,+1 oraz n, — oo.
Zauwazmy teraz, ze

1 ne+1
1
< +nk+1) 1\ 1\™ 1
<l{1+—) <(14+—) {14+—
1 a, . n,

1
+nk+1

n > n,.Stad wynika, ze

(por. zad. 19). Biorac pod uwage, ze lewa i prawa strona powyzszej nierOwnosci

(23
zmierza do e, otrzymujemy lim <1 + —) =e.
k= o0 a,
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Jesli teraz dowolny ciag liczb {b,} (—b, > 1) zmierza do —co, to pod-
stawiajac b, = —o,, otrzymujemy

1\ 1\ |\t 1
() = () "= () ()

przy k — oo.
22. a) Mamy:
n+1 ] n
im [9n1] _ 2 (n++11).. n_
n>owo| a, n— o (n-l—l)" 2" n!
2(m+1)n" . 1
= —_— 2'——:
nreo (n+ 1 (n+ 1) b <n+1>"
n

2
== < 1= lim a, = 0 (por. zad. 14).

b) Pozostawiamy Czytelnikowi.

23. Korzystajac, zgodnie ze wskazowka, z nierdwnosci

n! > zn
! 3 )

otrzymujemy
1 3
0< < —.
n! on

Twierdzenie o trzech ciagach konczy dowod.

24. W punktach a, b, ¢, d korzystamy z zad. 21. Dla przyktadu obliczymy
granice ciagu {c,}. Mamy:

241 2n2+5 2 n?+1\4+3
¢, = (PE1+2 ~ (142 (5"
n“+1 n“+1
2\ 2\
=1 2 111 41 = et
[( +n2+l> ] ( +n2+1> e ¢
1 n2 l
<1+—2—> ]". Poniewaz
+

1
e) Zauwazmy najpierw, ze (1"' F) =[
1

n
2> <e Stad 1<

S

1\”
<1+717> —e, wiegc (por. zad. 19) 1<<1

1 n21
<|:<1+—7> ]"<e1/".
n

Na podstawie twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze lim e, = 1.
n— oo
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25. Wezmy dowolna liczb¢ naturalng n. Wtedy oczywiscie {kel:
k= n} o> {keN:k > n+1}, wigc (por.zad. 35, rozdz. IV) o, < o, ; < Brsy < B,
Zatem ciag {o,} jest rosnacy, zas ciag {f,} jest malejacy. Ponadto a, < 8, oraz
B, = o, dla neN. Oznacza to, ze {«,} jest ograniczony z gory, zas {f,} z dotu.
Teza naszego stwierdzenia wynika z zad. 16.

26. Nierownosci te sa konsekwencja faktow ustalonych w rozwigzaniu
poprzedniego zadania.

27. a) Wyznaczajac ciagi {o,} i {f,} z zad. 25 mamy w naszym przypadku:
a,=—1,8,=1 dla nel,

a wigc liminfa, = —1, limsupa, = 1.

b) liminfb, = 0, limsupb, = 2,

n—oo n—oo

1
¢) liminfc, = —, limsupc, = e,

n— oo e n—o

d) liminfd, = —1, limsupd, = 1.

n—>w n— o

28. Standardowy dowod pozostawiamy Czytelnikowi.
1

29. Ustalmy dowolnie ¢ > 0. Wtedy dla liczby M = —istnieje n, € N takie, ze
€

1 1 .
< —=¢dla n>=ng, tzn. ze

la,l = M dla n > n,, neN. Stad ] S M

<edla

an
. .. . Lo 1
n = n,. Zgodnie z definicja granicy oznacza to, ze lim o= 0.
n— oo
n

30. Dowod pozostawiamy Czytelnikowi.

31. Dowdd jest prosta konsekwencja nierownosci n, > k dla ke, gdzie

{n,} jest dowolnym ciagiem $ciSle rosnacym o wyrazach bedacych liczbami
naturalnymi.

32. a), ¢), d) — rozbiezne; b) — zbiezny.

Pokazemy np. rozbiezno$¢ ciagu {c,}. Biorac podciag o wyrazach nieparzystych
otrzymujemy:

2n—1 T
Cop—1 =1+ on cos nn—E - 1.

Teraz dla podciagu {c,,} mamy:

4
cos2ntn =1+ " - 2.

4n+1 4n+1

Stad i z zad. 31 wynika, ze {c,} nie ma granicy w R.

c4n=1+
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(l)1 e) —l, f)—l—-—l, g) 2.

3’ 3 \/— -1

34. Zal6ézmy najpierw, ze lim a,=a, acR. Jezeli {a,} jest staly, to a jest
najwigkszym i najmniejszym wyrazem ciagu. Jesli {a,} nie jest staly, to istnieje
takie ¢ > 0, ze poza przedzialem (a—z¢, a+ ¢) znajduja si¢ pewne wyrazy ciagu.
Moze by¢ ich tylko skoniczona ilo$¢ (z definicji granicy), wigc wérod nich znajduja
si¢ najmniejszy i najwigkszy. Jezeli najmniejszy jest mniejszy lub rowny a—e, to
jest on najmniejszym wyrazem ciagu. Jezeli nie, to najwigkszy z wyrazow ciagu
lezacy poza przedzialem (a—e, a+¢) jest wigkszy od a+¢ i jest on najwiekszym
wyrazem ciagu.

Przypadek, gdy a = oo lub a = — 00 pozostawiamy Czytelnikowi.

33. a) —%, b) 3, ¢ g,

35. Niech 4 oznacza zbi6ér punktow skupienia ciagu {a,}. Jest on niepusty
(twierdzenie Bolzano-Weierstrassa) i ograniczony (dlaczego?). Niech m = inf 4,
M = sup A. Pokazemy np., ze me A.

W tym celu ustalmy dowolnie ¢>0. Wtedy istnicje xeA4 taki, ze

m<x<m+ % Z definicji punktu skupienia znajdujemy wyraz ciagu a, taki, ze
ake<x— %, x+ g) Ale wtedy m—¢ < a;, < m+e¢. Oznacza to, ze w kazdym
otoczeniu m znajduje si¢ przynajmniej jeden wyraz ciagu {a,}, a wiec m jest
punktem skupienia tego ciagu. Koniec dowodu.

36. Wystarczy oczywiscie pokazac, ze jezeli ciag {a,} ma doktadnie jeden
punkt skupienia a, to lim a, = a.

Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze tak nie jest. Wtedy poza ustalonym
otoczeniem np. (a— 1, a + 1) (lub przedzialem postaci (— oo, &) lub (8, «)) znajduje
si¢ nieskonczenie wiele wyrazow ciagu {a,}, a wigc znajduje si¢ pewien podciag
{a,}. Podciag ten ma punkt skupienia b rézny od a, wbrew zatozeniu.
Sprzecznos¢ i koniec dowodu.

37. Pokazemy np., ze a = limsupa, jest punktem skupienia ciagu {a,}.
Oczywiscie (por. definicj¢ z zad. 25) a = lim B,, gdzie B, = sup{a,:k > n}.

Przypomnijmy tez, ze {f,} jest ciagiem malejacym.
Ustalmy teraz ¢ > 0. Wtedy istnieje noeN takie, ze dla n > n, zachodzi
a < B, <a+e Ustalmy dowolnie n>n,, i znajdzmy k(k, > n) takie, ze
Pr—e < ar, < B, ,
Ostatecznie mamy, e a—¢ < 4, < a+e¢. A tojuz oznacza, e a jest punktem
skupienia ciagu {a,}.

38. Dowod pozostawiamy Czytelnikowi. Radzimy odwotaé si¢ do roz-
wiazania zad. 37 i poprowadzi¢ dowdd nie wprost.
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39. Twierdzenie to jest prosta konsekwencja twierdzen z zad. 36 iz zad. 38.

40. a) liminfa, = —2, limsupa, = 2.

b) Poniewaz by, 3 = 6,ban—2 = —4 ban_1 =0,bs=2(n=12,.), wiec
liminfb, = —4, 11msupb = 6.

n— o

1
¢) liminfc, = — 2 limsupc, = 1.

d) Rozpatrujac osiem podciagow {dg,—;} (i=0, 1, .., 7) otrzymujemy, ze
1
liminfd, = —e——2—, limsupd, = e+ 1.
e) liminfe, = 0, limsupe, =1
41. Podamy dla przyktadu dowdd nieréwnosci w a. W tym celu ustalmy
dowolne neN. Powotujac si¢ na zadania 72 i 74, rozdz. IV, mamy:

inf{a,:k > n} +inf{b,:k > n} <inf{a,+b,:k >n} <
< inf{a,: k>n}+sup{b k= n}.

Stad (por. zad. 25) otrzymujemy Zzadana nierownosc.

42. Wezmy ciagi {a,) i {b,}, gdzie a,=(=1)""" 1)/2 gin?2 2271,

b, = (1)@ 2 -cos? =5 Wedy a,+b, = (—1)""" " oraz liminfa, = 1,
limsupa, =1, liminfb, = —1, limsupb, =1, liminf(a,+b,) = —1,

limsup (a,+b,) = 1.

43. Pierwsza nierownos¢ jest prosta konsekwencja nierownosci b z zad. 41.
Dowdd drugiej pozostawiamy Czytelnikowi.

44, Przypuscmy, ze hm sinn = g. Ze wzoru sin 2n = 2sinn- cos n mamy, ze

g= *2g \/IT- Stad g = 0lub g% = % Z drugiej strony, korzystajac z zalez-
nosci sin(n+ 1) = sinncos 1 +cosnsin 1 otrzymujemy, ze

g =gsinl+sinl,/1—g2.
Stad g2 = 2cos? % Zatem COSZ% =0 lub coszé = %, co jest nieprawda.

45. Mamy, ze sinnn = 0 dla neN skad

sinn~/n2+1—sinn7t=2sin[ Jn ]cosl: «/n2+1—n):|=
8 1 T

= 2sin| =+ ———————-cos —,/n2+1——n].
(2 ./n2+1+n) [2( )
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Stad otrzymujemy, ze

1 1
— '——S s'n A/ 2+1 Sﬂi“.
n./n2+1+n [sin/n | Jn*+1+4n

Z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze lim sinm./n?>+1 = 0.
n— oo

46. Mamy: a,—b,./3 = (2—\/5)",aponiewa2 (2+\/§)(2—\/§) = 1, wigc

a,4+b,\/3 = 2+./3Y, a,—bn/3 = 2++/3) " Stad
a, = %[(2+ﬁ)"+(2+ﬁ)‘"}

b, = %[(uﬁ)"—(uﬁ)-"}

Wobec tego
[ CEaVE) e RN L+2+4/3)7"
b, f(2+\/§)"—(2+\/§)-" V3 1—(2+/3)72

Ostatecznie
lim % = \/5 .
47. Mamy:

1
sin®l +sin?2+ ... +sin%n = 3 [(1—cos2)+(1 —cos4)+ ... +(1 —cos 2n)].

Stad i ze wzoru z zad. 40, rozdz. I, otrzymujemy:

sin?1 +sin?2 + ... +sin?n _ 1(1 cos2+cos4+ ... +cos 2n>
n A

_11 1 1+sin(2n+1)
2 n\ 2 2sinl /|
1 sin(2n+1)}

Ostatecznie, biorac pod uwage ograniczono$¢ ciagu { -3 + 2sin

n

otrzymujemy:

. sin?1+sin?2+ ... +sin®n 1
lim =—.
n— oo n 2

48. Zauwazmy najpierw, ze ciag {a,} jest rosnacy poczawszy od drugiego
wyrazu wtedy i tylko wtedy, gdy a,,, = a7 —2 > a,<>a,e(— o0, —1]7U[2, w0),
n=273,..

Zalozmy teraz, ze a, =ae[—2,2]. Stad a?€[0,4], a wigc
a*—2 = a,e[—2,2]. Poprzez prosta indukcje mamy, ze a, e[ —2,2] dlaneN,
a wiec {a,} jest ograniczony.



ODPOWIEDZI 269

Zakladajac, ze a > 2 otrzymujemy a, = a*—2 > 2 itd,, a, > 2. Poniewaz
{a,} jest rosnacy, wigc gdyby byt ograniczony — bylby zbiezny do granicy rownej
2 (dlaczego?), co jest niemozliwe. Zatem {a,} jest nieograniczony dla a > 2.

Niech teraz a < —2. Wtedy a? >4 i dalej a, > 2. Poprzez indukcje
otrzymujemy, ze a, > 2dlan = 2, 3,... Poniewaz {a,} jest rosnacy, wi¢c gdyby byt
ograniczony — bylby zbiezny do 2, co jest niemozliwe.

Ostatecznie mamy, ze {a,} jest ograniczony <>|a| < 2.

1 3 5 2n—1

49, Oznaczmyx,,=§+?+?+...+ T

Lo (3 1\ (5.3,
Wy T\ 22T\ )

+ 2n—1 2n-3 2n—1_1+ 1+ 1 - 1 2n—1
o on 2n+1 _2 2 22 2n—1 2n+1 .

Dalej

Mamy:

EPURTNE L St
X, = 5t 3 =
1
1—
2 e
B L] r
2

Zatem (por. zad. 14)
lim x, =1+2=3.

n— o

1y 1 1 1
50. Oznaczmy x,,=<1+;>, yo=1+l+=—+—+.+—, n=1 2.

2! 3! n!’
Mamy:
nn—1) 1  nr-1)n-2) 1
x,=1+1+ X ) ——T—_F—l_m-l_
nn—1)..-(n—k+1) 1
+ Kl ';1—k+...+
—-..-2-11 1 1
pro=Dec2 L L)
n! n" 2! n

e G )

Stad, przy n — oo otrzymujemy
e > yk’

k=1,2,..,n Przy k = n otrzymujemy stad
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_5 1 1
Yn = +i+...+ﬁ<e.
Z drugiej strony
S STL) [P L N L
L TR TI TR

Zatem x, < y, < e i z twierdzenia o trzech ciaggach mamy, ze lim y, = e.
n— oo

51. Przy oznaczeniach z rozwiazania zad. 50 mamy:

i 1 i
) Tl T T arm <

Ym+n—Vn =

< ! (1+L+#+.">=
(n+1)! n+2 (n+2)?
_ 1 n+2< 1
m+)!'n+1 " n-nV’
przy ustalonym m i n. Stad, przy m — o

1
O<e—y, < ——.
n n-n!

Oznaczmy 6 = ¢ I Oczywiscie 0 < 6 < 1. Zatem
n-n!
e=Jnt n-n!

52. Korzystamy z nierOwnosci (por. rozwigzanie zad. 19):
1\" 1 n+1
<1+—) <e<<1+—> .
n n
Logarytmujac t¢ nier6wnos¢, otrzymujemy

nln<1+%> <lhe=1< (n+1)ln<1+ %)

Stad juz tatwo wynika zadana nierownosc.

53. Logarytmujac ciag {x,} i korzystajac z nierébwnosci w zad. 52 mamy:

1 1 1
= = — =<
Inx, ln<1+2>+ln<1+4>+ +ln<1+2,,>
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Stad x, < e. Zatem {x,} jest ograniczony z gory. Poniewaz wyrazy naszego ciagu
sa dodatnie, wigc

xn+1

Xp

1
=1+ IR > 1=>{x,} jest SciSle rosnacy.

Ostatecznie istnieje skoficzona lim x,,.

n— oo

oraz lim x, = 0. Dalej:

Ina
54. Oznaczmy x, =\/;— 1. Stad n = In(d+x,) n— o0

Ina
1. n —1 — 1 _ =
nlvnlxn(\/— )= lim m(l+x) "
= lim lna =lIna.

n—w In (1 +X,n)l/x"
55. Ustalmy dowolne ne N. Wtedy
1 1 1
X, = —— — 1 - - . zad.
Xpi1 =Xy =7 In(n+1)+1Inn e 1n(1+ n> < 0 (por. zad. 52),

a wiec ciag {x,} jest malejacy. Ponadto (jeszcze raz nierownosc z zad. 52):

1 1 1
x,=l+-+.+-——Inn>n(1+D+In{1+ )+ ..+
2 n 2

1
+In{l1+-)=Inn=1In Z-E-i-...-n-'_l —Ilnn=
n 23 n

n+1

=In(n+1)—lnn=1n >Inl=0.

Stad ciag {x,} jest ograniczony z dotu. Koniec dowodu.

1 1 .
— + — + .+ E Niech {x,} bedzie ciagiem

z poprzedniego zadania. Mamy:

56. Oznaczmy: a, =

1 1 1 1
—x. =144+ —+—+ ..+ — —In(2n)—
Xon—X, +2+ +n+n+1+ +2n n(2n)
1 1 1 1
—1l—— . ——4lnn=——++..+——In2=a,—In2.
5 n+nn n+1+ +2n n2=a,—In

Stad a, = In2+x,,—Xx,, wigc
lima,=M2+y—y =2

n—> oo

57. Przeksztalcajac, otrzymujemy:

Inn
1 1
a. = € _e—(l+—+...+v—1nn)
n= " 1 1 2 n .
1+3+...+5

e
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Stad na podstawie zad. 55 mamy

lim g, =e™".

n— oo

1
58, ——.
2
59. a) Mamy:
1 (k=1)(k+2)
k(k+1)  k(k+1)

2
Zatem
1 1 1
(-3)0-0)-(- )
2
1-4 2536 n—1)n+2) 1n+2 1
_— .. == - —.
2-34-4 4-5 n(n+1) 3 n 3
2
b) 3
60. ¢

61. lim (Q/“_‘H/"—ﬁ ”/‘7';)" _

n— o

= lim <1+%[n(" ZH/%: +g/a_1>])n.

n— oo

Oznaczmy x, = n((’/a_x'*'('/;%: +\”/a; - 1)

. Mamy:

X, = i[n(('/a—l—l)+n(('/;2—1)+ e +n(/a,—1)].

Stad na podstawie zad. 54 otrzymujemy:

1 f————
: _ n
lim x, = —(Ina, +Ina,+ .. +lna,) =In Y/a, a,".."a,.

n— o n

Dalej mamy:
lim (” Gyt -ty a’”) = lim<1+ﬁ> =
n— o m n—> oo n

= lim [<1+ %)xnil " _ elnm —

n— oo

=J/a,"a,"..-a,.
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62. Jezeli ciag {x,} jest zbiezny, to jego granica g spelnia rownanie

1
g=9(2—yg),skadg=01lub g = y
1
Teraz, niech {d,} bedzie takim ciagiem, ze x,= ;(1 —d,). Wte-

1 1 )
dy x4, =1 —d,.)[z—y~ 1(l—dn)] = li—dyt+dy=a-a2). zZatem
y y y y

d,., = dZ. Stad wnioskujemy, Ze ciag wyjSciowy {x,} jest zbiezny <> {d,} jest
zbiezny < —1 < d, < 1. Stad wynika warunek na a: —1 <! —ay < 1. Zatem

2 2 i
0<a< ; Jezelia =0luba = ;, to x, — 0. W pozostatych pizypadkach x, - —.

y

63. Mamy:

Xp—1+ X2 Xk—1 " Xk—2
I e S

Dlatego

X,—X; =b—a,

X, —X, b—a
X3“'x2 = — 2 = — 2 s

X3—Xx, b—a
e R

b—a

dlan=3,4, ..
Teraz, uwzgledniajac, ze

Xy = X1 (X5 —X1) +(X3—X,)+ .. +(x,—X,_1),

otrzymujemy
b—a b—a ,b—a
X, =a+(b—a)— >t + .. +(=1) =7 =
_ 2(b—a) b—a (1)
=a+ 5 + 3 oz
Stad

lim x, = lim

n—oo n— oo

+2(b——a)_|_b-—a.(—1)" _a+2b
) 3 2 |T 3

64. Mamy:

lim sin*(n\/n®+n) = lim sin?[(n \/n*+n—nn)+nn] =

n— oo n—>ao
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= lim sin*[n (\/n®*+n—n)] = lim sin?—— % 1.

n— o n—wo 1
[14 = +1
n

Zauwazmy, ze w powyzszych rachunkach skorzystaliSmy z faktu, ze funkcje
f(x) =sinx oraz g(x) = x? sa ciagle, a takze z twierdzenia mowiacego, ze
zlozenie funkcji ciaglych jest funkcja ciagla.

65. Na podstawie faktu z zad. 51 mamy

1 1 0
e=1+1+—+...+m+ ~—0<6,<1),

2! n-n!
przy czym (por. rozwiazanie zad. 50 i 51)
— 1
0, =%= nn!(e—yn)=nn!<1+l+a+... +
n-n!

+__£+ 1 + 0n+1 _ _nn| 1 + 0n+1 _

BT ) T e+ ) T ar ) T e |
_ n n0n+l
Cn+l 0 (n41)?

-1 przy n- oo.

Korzystajac z tego, otrzymujemy

2n0
lim nsin (2ren!) = lim nsin (21m! Vut+ T;") =

sin 210,
. . 2m0 . n
= lim nsin—=" = lim —————2n, = 2m.
n— o n n— o 271:0"
n

66. lim a, = Xx.

67. Metoda indukcji matematycznej pokazujemy atwo, ze {x,} jest ograni-
czony z gory przez liczbg 2. Rzeczywiscie, x; < 2. Ustalmy dowolnie neN
izaléozmy, ze x, < 2. Wtedy 2+ x, < 4,skad \/2+x, = x,,; < 2. Nietrudno tez
pokazaé (co pozostawiamy jako samodzielne ¢wiczenie), ze {x,} jest rosnacy.
Stad x, jest zbiezny do pewnej granicy skoniczonej x. Z rownosci (przechodzac do

granicy) x,,; = «/2+x, otrzymujemy, ze x = \/2+Xx, skad x = 2.

68. lim x, = 1. Wskazowka: Pokaza¢, ze {x,} jest ograniczony z dotu

n— oo

przez liczb¢ 1 1 malejacy (po odrzuceniu pierwszego wyrazu).

69. Niech W, bedzie 2"* ! — katem foremnym opisanym na kole o promie-
niu jednostkowym i niech a, oznacza polowe dlugosci boku tego wielokata.
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, . n 2a
Woéwczas a, = tg ¢,, gdzie ¢, =557 Zatem ¢, = 20,4, skad a, = I—";—l
—An+1
. .. 1+a2—1 .
i w konsekwencji a,, ; = Y¥————. Otrzymana formula jest identyczna z tg,
a

ktora definiuje ciag {x,}. Ponadto, a; = 1, bowiem W, jest kwadratem o boku 2.
Wobec tego x, = a, dla wszystkich n. Dlugo$¢ obwodu W, wynosi 2"*1-2a,

i dazy do 2m, przy n — oco. Stad tez lim 2"x, = T

n— o - 5.

70. Pozostawiamy to zadanie do samodzielnego przerobienia przez Czytel-
nika.

71. Rozpatrzmy roznicg migdzy x, a pierwiastkami rownania x = lj-x'
Mamy:
X, —X
TR T U (X,
X, —X
TS T T M0 (I +x) (I +xy)’
. (=1, =)

X, = .
o+ x4 xy) . (1 +x,- )
Poniewaz, jak latwo sprawdzi¢, 0 < x, < 1, wigc
|x; — x|
lx+ 1"

|x _xnl <

+./5

L . . 1 . -1 C
Pierwiastkami rownania x = Tox sa liczby , a poniewaz lim x, > 0,
X

2 n— o
5-1
wiec x = \[2 . Stad
|- \ﬁ—l
ﬁ—l’ 2
x— > < — 0, przy n — oo.

(57
J5-1

Zatem lim x, = .

n—oo 2

72. Jezeli x; <0, to x,=1—x,>1. Gdy za§ x,>2, woOwczas
x, =x;—1>1. W obu tych przypadkach mamy (sprawdzi¢ przez indukcj¢)
zaleznos¢:

X, =22°27" Xpo1=%x,—27", n=234,..
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Stad
n—1 n—1
X, =Xp+ ), (py—X) =x,— 2, 278
k=2 k=2
Zatem

limx,=x,—1=

n— oo

{—xl dla x,

<0,
x;—2 dla x;,>2

Natomiast gdy x, € [0, 2], to za pomoca indukcji pokazuje si¢, ze
0<x,<2-27" dla n=1,2,...

n

Stad lim x, =0,0ile 0 < x; <2.

Mozemy otrzymane wyniki zapisa¢ jednym wzorem:

. x| +]x;—2
lim x, = Pk =2 g

n— oo 2

1 . S
73. Zauwazmy najpierw, ze X, > - dla nelN. Istotnie, jezeli

1 . . . .
x,>— dla ustalonej dowolnie liczby naturalnej n, to x,,,>

e
DN T AN A , . . :

= |- — — =—[e'"——] > —. Pokazemy teraz, ze ciag {x,} jest malejacy.
e ne e n) e

Rzeczywiscie, x, > x,.Zaldézmy, ze x,_, > x,. Wtedy, korzystajac z niero6w-
nosci (1 + ;_i_l>”‘ 1 < <1 + %)n, a> 0, (por. zad. 19) i podstawiajac w niej
a = (ex,)” !, a nastgpnie mnozac obie strony przez x7, otrzymamy

L= x,(x,+((n—1)e)" )" < (x,+(ne) )" = P.

Gdyby x,<x,.,, to zgodnie z okresleniem ciagu {x,} byloby

P<(x,;,+(ne)")y'=xt"1oraz L=x,x3"% > x,xa 2 =x3~ ' i sprzecznosc.

Zatem x, > X, . 4.
Lacznie dowodzi to, ze ciag {x,} jest zbiezny (do granicy wilasciwej).

., . 1
Oczywiscie s = lim x, = —. Oznaczmy y, = x,. Mamy
n—oo e
Yurt _ Xt (1 _ 1)”
- s
y” xll t"

. _ . . t .
dzie t = nex! /", Poniewaz t, — 0O przy n — oo oraz - — es, wiec
n n n n 9

(=227

Zatem



ODPOWIEDZI 277

1
) } .y 1\es
s=lim x, = lim y, = lim Z“* = (-] .
n— o0 n— o n- o yn e
. . . . . 1
Mozna pokazaé, ze funkcja x — x* osiaga minimum w punkcie —. Zatem,
e

1
lim x, = -

74. Korzystamy tutaj z faktow ustalonych w zad. 19, 50 i 51.
Przypus¢my, ze e jest liczba wymierng. Wtedy e = T, gdzie m, neN.
n

Z drugiej strony

1 1 0,
e=T~2+—+ +——+ 0<9 < 1.
n 2!

Mnozac obie strony przez n! mamy:

2! n

Poniewaz po lewej stronie mamy liczbe calkowita, po prawej zas utamek
wlasciwy, wigc otrzymujemy oczywista sprzecznos¢. Koniec dowodu.

1
m(n—l)!—n!(2+ =+ ..+ —I—> %

75. Zaldézmy najpierw, ze g jest liczbg skonczona. Wtedy, dla zadanego
¢>0 istnieje k takie, ze dla n>k =zachodzi g—e<a, ., <g+es,
g—e<a ., ,<g+e,..,g—¢<a, <g+e. Stad (dodanie stronami)

Qi+ o ta
g—g < HEL "<g+te
n—k
czyli
n—k ag, +.. +a, n—k
(g—8) —= < =+— <(g+¢e)
. .. a;+..+a .
Stad, poniewaz lim ——"—% — 0, otrzymujemy
n—oo n
a+..+a
—e< LT kg
n

dla n odpowiednio duzych. Dalej

n—k a,+ .. +a n—
(g—e) - —e <t " < (g+e)

k
+e€.

—k C .
Poniewaz lim = 1, wigc dla n odpowiednio duzych mamy
n—»o N

a, + .. +a
g—38<‘—-~—" < g+3e.
n
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Zatem

. a;+ .. +a
lim =~ ™ —

n—> oo n

Dowody w przypadku g = o0 i g = — oo pozostawiamy Czytelnikowi.

76. Wskazowka: Zlogarytmowaé obustronnie ciag x,= 3/a,°a;"..."a,
i skorzysta¢ z poprzedniego zadania.

77. Czytelnik sam wskaze odpowiednie przyklady.

78. Podstawmy b, = a, oraz b, = a,—a,_, dla n > 2. Wtedy lim b, = g.

b,+b,+ .. +b .
Ponadto — ha 2: s a—r:'. Stad na podstawie zad. 75 mamy
b+ .. +b .
1im—1+—+—'1= hm&=g.
n— o n n—-o N

79. Wskazoéwka: W twierdzeniu z zad. 76 podstawic:

b,=a,, by=—" da n>2

n—1

n" n n . .
80. Oznaczmy x, = Pl Wtedy \/x_,, =—= Poniewaz

9

1 n—1
1mx"ﬁm0+—ﬂ —e

n— oo xn—-l n—> oo n—l

wiec z zad. 79 mamy, ze lim J/x, =e.

81. Zauwazmy najpierw, ze ciag {{'/a—,l } jest ograniczony, bowiem z zalo-
Zenia mamy

a, < al, a; < aya, < aj i ogolnie a, < aj,
skad 0 < {/a_,, < a,. Podstawmy teraz
o = lim inf{'/a—,,, B = lim sup J/a,.
n— oo n—oo
Oczywiécie o < B (por. zad. 26). Wystarczy pokazaé, ze f <a. W tym celu

ustalmy dowolnie ¢ >0 i wezmy y =oa+e W ciagu {('/Z } istnieje wyraz
mniejszy od y (por. zad. 37). Niech bgdzie to \”/a_,,,— Kazda liczbe naturalng
n wigksza od m mozna zapisa¢ w postaci n = km+r, gdzie k jest liczba naturalna

oraz 0 < r < m, reN. Z zalozenia a,,., < a,"a,, a,,4, < aya, i ogdlnie a, =

= a,,., < d4a, (gdy r = 0 nalezy przyja¢ a, = 1). Stad
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km km
Ya, < (Ya,) ™ -atm <y -alln,
km Y .
Gdy n — o, to — — 1. Prawa strona powyzszej nierownosci zmierza wigc do 7,
n

a zatem

liI:L s;xp(‘/aj =p<y
Stad (dowolnos¢ ¢) B < a. Koniec dowodu.

82. Wskazowka: Zlogarytmowac nierownosc z zad. 81.

83. Z warunkow zadania wynika, ze x, > 0iy, = 0,n = 1, 2,... Korzystajac
z nier6wnosci z zad. 54, rozdz. 1, otrzymujemy

X +y
Yn+1 = — Yn = Xn+1-

i x,+
Z drugiej strony X,.; = ~/XpVn = /X2 =Xps Vpi1 = "zy"<)’,.- Stad

X, < Yo < V1> Yu = X, = X, zatem ciag {x,} jest rosnacy i ograniczony z gory,
a {y,} malejacy i ograniczony z dotu. Zatem istnieja skornczone granice:

X+
x = lim x,orazy = hm ¥, Przechodzac w rownosci y,, ; = — Yn

"o 2

do granicy
otrzymujemy x = . Zatem u(a,b)=x=y.

84. Ustalmy dowolnie &> 0. Wtedy istnieje n, =ny(e)eN takie, ze
|x,—al < % dla n > n,, neN. Stad oczywiscie wnioskujemy o istnieniu liczby

M > 0 takiej, ze |x,| < M oraz|x,—a|] <2M dlaneN. Zwarunku, ze lim Pom =0

=1,2,.

wynika istnienie takiego n, €N, n, = n,(¢), ze p,, < in M

idla n > n,. Dalej mamy, korzystajac z przyjetych zalozen

| Z pnmxm-al =| Z Pnm Xm— Z pnmal =| Z pnm(xm_a)| <
- m=1 m=1 m=1

Z = Puilxy—al+pyalx,—al+ .. +

+pn0 lxno_al +pn,n0+ llxn0+ 1 _al + .. +pnm|xn—al <

2M+ (pnno 1+ +pnm)< =¢

<
"°4M 22

dla n > n,. Zatem lim ¢, = lim Y, p,,x, =a.

- -
n— oo n—o T

85. Oznaczmy a = lim . Zalozmy najpierw, ze aeR. Wtedy
n2>o Y, =Y,
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~ Ve Xy — X,
m—ml(m=1, 2, .., n), xn=ui

Vn Yn—Vn-1
(n =1, 2,..) sprawdzamy latwo, ze sa spelnione zalozenia twierdzenia Teoplitza

(zad. 84), gdzie t, = ’;— Stad

n

przyjmujac x, = y, = 0 oraz p,, =

Xp—X,_
hm—-hmt —hmx = lim %"= — 4

n-*ooy n— oo - n->ooy y" 1

Jezeli a = o0, to powtarzamy poprzednie rozumowanie dla { Ya } spraw-

n

dzajac najpierw, ze x,,, > x, (n =1, 2, ...) oraz lim x, = oo.
n—oo

86. Pokazemy np. rownosc¢ z b pozostawiajac dwie pozostate do samodziel-
nego udowodnienia.

Podstawmy (w twierdzeniu Stolza, zad. 85): x, = (p+ 1) (17 +2° + ... +nP)—
—n?*l y = (p+1)nP. Wtedy:

i St % _ o D1 (0 1)”+:+"”+1 _

no® Yppy =Y, 0@ (p+1)[n+1)P—n7]

-1

(p+ 1)[n”+pn"_1 + p__(p2 ) e 1]

p(p—1)
2

= lim

n— o

+

(p+1)|:n”+pn”_1+ n”_2+...+1—n"]

nPtl_ (p+1) pP__

(p_i_zl)pnp—l_ _1+np+1

+

p(p—1)

(p+1)[n"+pn""+...+ 7

nP"r4 41 —n"]
Zbierzmy teraz wspolczynniki przy jednakowych potegach n. Dzielac licznik
i mianownik przez n? ! i oznaczajac przez z, sume skiadnikow o stopniach nie
wigkszych od —1, otrzymujemy
+1
plp+1) +
Xn+1 Xy : 1

lim ———=lm — = —,
n=>0 Y,11 " Vn n=oo p(p+1)+zn 2

n

Stad i z twierdzenia Stolza wynika, ze granica naszego ciagu tez jest rowna >
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Rozpziar VII

GRANICA I CIAGLOSC FUNKCJI

—10. 2. 0. 3. 12.
5
= 5. L 6. 5.
3
1. 1 2
8. - 9. -.
3 3

10. Granica nie istnieje, poniewaz granica lewostronna i prawostronna sa

rozne.

Wskazowka: Skorzystaé z réownosci x> —3x2+4 = (x —2)*(x+1).

ﬁ 12. —l. 13. 1

11. Y—.
8 6 2
14. 1. 15. 1. 16. 2\/'2'.
17. —\/5. 18. Granica nie istnieje.
qz_pz 1
19. - .20, =, 21. 1. . 0.
5 0 5 22. 0
23. % 24. 1 25. 0. 26. 1.
T 2
1 1 1
27. —-. 28. —. 29, ——. . e.
1 8 \/5 9 5 30. e
31. 7453, 32. 1. 33. 1.

34

. Nie istnieje. Aby to udowodni¢ wystarczy wzia¢ dwa ciagi: {(—, 0>},
n

o}

35.

0.
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2

. x .o X X . .
36. 0. Aby to udowodni¢ wystarczy napisa¢ ——— = x — 4 5 1zauwazyc,
. x“+y x“+y
ze
x| 1
x*+y? T2

37. Granica nie istnieje.

11 71 1
Wskazoéwka: Wzia¢ dwa ciagi: {(—, ——>}, {(—, —)}
n’n n ﬁ

38. 2.
L y 1 .

39. Korzystajac z nierownosci [sin o < |o] oraz m < > otrzymujemy:
sin (x> + y3 x3+y? x> +y*—x

(2 2y) <! i y2|=lx+y|| Y 2yI<

X“+y xX“+y X“+y

|xyl 3

< 1+ < zlx+yl

|x+y|< A7) <5k

. . . sin(x*+)?
Stad juz latwo otrzymujemy, ze  lim —% =0
x,»—=0,00 X°+Yy

40. Granica jest rowna 0 (por. rozwiazanie zad. 36).
41. Wykorzystujac wspotrzegdne biegunowe, podstawmy x = rcose,

y = rsin ¢. Wtedy warunek (x, y) — (0, 0) implikuje, ze r — 0. Mamy wiec

1 1
e_x2+y7 e_;z

lim — = lim - =
=»-0,0 X*+y* -0 r(sin*p +cos*p)
1
1 e v
m— .
r—o0 sin*p+cos*p r*

1
-5 )
Nietrudno sprawdzi¢, ze lim er4 = 0 (wystarczy w tym celu przyja¢ — = y).
r—=0 r

3+cosde

Z drugiej strony sin*p+cos*p = 2

Wychodzac z nieréwnosci

. .1
—1 < cos4¢p < 1 otrzymujemy, ze 3 < sin*@+costp < 1.

Stad < 2. Zatem

cos*p +sin*gp

1
e x2+yz e

[

*

0< <2
x* 4 y* r

Stad otrzymujemy, ze poszukiwana granica jest rowna 0.
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42. a) lirgl_ f(x) = + o0, lilgl+ f(x) = 0; f nie jest ciagla w x =0,
b) lirln_ f(x)=0, 1ir1n+ f(x) =2; f nie jest ciaglta w x = 1,

c) lirzn_ f(x) = —o0, lilg f(x) = +o0; f nie jest ciagla w x = 2,

d) lirln_ fx)= g—, lir1n+ f(x)=— g; wigc f nie jest ciagla w x = 1,
) zadna z granic jednostronnych w punkcie x = 0 nie istnieje,

f) lim f(x)= -2, 1i11rr1 f(x) = —2; f nie jest ciaglta w punkcie x = g

x—'i— x"i‘f’

1
Wskazowka: Skorzystac ze wzoru cosx —sinx = —./2 sin§<x—%).

43. a) f jest ciagla,
b) g jest nieciagla tylko w punkcie x = —1,
¢) h jest wszedzie ciagla.

44. Wskazowka: Wystarczy sprawdzi¢, ze granica funkcji f (x, y) w punk-
cie (0, 0) nie istnieje.

45. Wskazowka: Pokazaé, ze

x? dla xe(—1,1)
1
fx)= 3 dla x=1
0 da x>1.
46. Porownaj zad. 36. 47. Porownaj zad. 37.

49. Ciaglosé w punkcie x = 0 wynika stad, ze |g (x)| < |x], dla xeR.
1 1
50.a=§. 51. a =2. 52.a=§,b=0,c=1.

53. Przykladem takiej funkcji jest f(x) =[x], xeR (czgs¢ catkowita
liczby x).
. , .1 1 1 . 1
54. a) Z nierownosci — —1 <| — | < —mamy, ze 1 —x < x| — [ < 1. Stad
x X X X
wynika, ze granica jest rowna 1,
b) mnozac licznik i mianownik naszej funkcji przez 1+cosx-./cos2x
otrzymujemy:

l—cosx./c032x_ 1 —cos?x cos2x _
x? x%(1 +cos x \/cos 2x)

1—2cos*x+cos?x

B X A COS X 4/ OSLXY -
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1 1
_ 20 1 2.4 2.4
2(cos*x )<cos x+2> _, sin?x cos x+2

x*(1 +cos x /cos 2x) x? 1 +4cosx./cos2x

. . . . , 3
Stad otrzymujemy, Zze poszukiwana granica jest rowna >

¢) przeksztalcajac
1 —cos (1 —cosx) = 1 —cos <2 sin? g) = 2sin? <sin2 g)

tatwo juz otrzymujemy, ze

. l—cos(l—cosx) 1
lim =-

x—0 x4 8’

d) granica nie istnieje, poniewaz granice jednostronne w punkcie x = 0 s
rozne,
1 1

el f) —-, g T()m’

h) 1.
5 )

sin x

55.
x

Wskazowka: Pomnozy¢ i podzieli¢c rozwazane wyrazenie przez sin o

56. a) Wskazowka:

1 dla x>0
f(x)= 0 dla x=0
—1 dla x<0,

b) ciagta wszedzie poza punktami kr, ke Z,
¢) jezeli x, jest liczba catkowita, x, = k, to
|f (xo)—=f ()| = |f ()| < Isinmx| = [sin [kn+ 7 (x—k)]| =
= [coskm-sinm(x—k)| = |sin 7 (x — x,)| < 7w|x— x|,
a wige f jest ciagla w punktach o wspotrzednych catkowitych.

Z drugiej strony, jezeli x, ¢ Z, to biorac ciag {x,} liczb wymiernych zbiezny
do x, oraz ciag {y,} liczb niewymiernych zbiezny do x,, mamy

lim sin ntx, = sinnx,, # 0,
n— oo
lim sinmy, = 0.

n— o

Zatem f nie jest ciagla w x,.
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57. Wezmy dowolna liczb¢ wymierna x,, x0=§. Wtedy f(xo) =—

n->oo n— oo qn

1 1 1
Z drugiej strony 11m Bnq% = X,, ale lim f(pn: > = lim — =0 # f (x,).
q
Zatem f jest n1ec1agia W X,.

Niech teraz x, bedzie liczba niewymierna. Wezmy ciag X, —Pn Jiczb

wymiernych zbiezny do x,. Wtedy lim g, = . Ponadto

lim f(x,) = lim f<&> = lim ?1_ =0 =f(x)
n—o n— oo q" n—
a wiec f jest ciagla w x,.
58. Wskazowka: Skorzystaé z wilasnosci Darboux oraz z faktu, ze

Hm (x"+a,  x" '+ ..+ap) = +oo, lim (x"+a,_ ;X" '+ ..+a) = —0.
X —

x— + o0

59. a) Podstawiajac x =rcos¢, y =rsin¢@ (por. rozwiazanie zad. 41),
otrzymujemy

x+ . i
lim y - lim 1 sin ¢ +Cos @

) (oot X2—Xy+y?  rotwr 1—singcos @
.. 1 . 3 .
Z drugiej strony 2 < l—singcosp < 5 (sprawdzic!). Stad

sin ¢ +-cos ¢
1 —sin ¢ cos @

Ostatecznie
. 1 sing+cos
lim - Ld @

——=0
ro+o F l—singpcosep

b) granica nie istnieje,

. e ., R TA N 1
¢) granica nie istnieje (wystarczy wzia¢ dwa ciagi g [ O 0)r),
n

d) granica nie istnieje.
60. a) oraz b) — funkcje sa ciagle na R,
¢) f jest ciagta wszedzie poza punktem (0, 0). Podobnie funkcja w d.

61. Poniewaz ling fx,y) = lirré f(x, y) = 0, wigc obie granice iterowane s3
x— y—

11 1
réwne 0. Z drugiej strony, biorac dwa ciagi {( — )}, {(—, - ;)} fatwo poka-

n’n n
zac, ze gramca

lim  f(x, y) nie istnieje.
(x,y)~(0,0)
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62. Istnienie granicy wynika z faktu, ze funkcje sin% oraz sini— sa
ograniczone. To, ze wskazane w zadaniu granice iterowane nie istnieja, jest
konsekwencja faktu, ze nie istnieje granica li_l;l(]) sin é Czytelnik uzupetni
szczegoOly.

63. Wystarczy sprawdzi¢, czy funkcja f jest ciqgld w punktach o wspotrzed-
nych catkowitych. Ciaglos¢ w pozostatych punktach jest oczywista. Ustalmy

1 1
wigc liczbe catkowita k i niech k— 5 <x<k+ 7 Witedy

—lk—1}|sintx] < —|[x]sinnx| < [x]sinnx <
< |[x] sin x| < |k| |sin 7tx|.

Poniewaz

lin}‘(—lk— 1}|sin ntx]) = lirr: |k]-|sin x| = 0O,

wiec

lin}‘ [x]sinmx = 0.

Zatem f jest ciagla w k.
64. Wskazowka: Porownaj zad. 15, rozdz. 1L

65. To, ze f jest rosngca na [ jest oczywiste. Wezmy teraz & > 0 i ustalmy
dowolnie x, yel, x <y, y—x < &. Mamy:

L) —f 0 <f ) —f (x).

Z faktu, ze f jest ciagla wynika, ze istnieje tyel, t, < y takie, ze f(y) = f (to).
Ponadto, t, > x (dlaczego?). Zatem

L) —f 0 < 1S (t)—f (%)

Poniewaz t,—x < y—x, wiec ciaglos¢ funkcji f jest konsekwencja ciaglosci
funkcji f.

66. Przypuscmy, ze istnieje liczba c e R taka, ze f (x) = c tylko w skonczonej
lodel liczb x = x; (i=1,2,..,n), a < x; < x, <.. < x,. Wtedy na przedziale
(x,, +o0) funkcja f przyjmuje wartosci mniejsze albo wigksze od ¢ (wlasnos¢
Darboux). Zatézmy np., ze f(x) > ¢ dla x > x,. Oznacza to, ze na przedziale
(x,, +o0) f jest ograniczona z dotu. Poniewaz f jest ograniczona na przedziale
[a, x,] (bo jest ciagla), wigc stad mamy, Ze f jest ograniczona z dotu na przedziale
[« + o0). Sprzecznosé.

67. Zalozmy, 7e f jest jednostajnie ciagta na I. Wtedy, biorac dowolnie
ustalone « > 0 znajdziemy f > Otakie, ze | f(x)—f (y)| < adla dowolnych x, yel
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takich, ze |x—y| < B. Stad otrzymujemy, ze w(f, ¢) < a dla wszystkich ¢ < .
W konsekwencji lin&w( £,e=0

Rownie prosty dowod implikacji odwrotnej pozostawiamy Czytelnikowi.

68. Podstawmy a = w(f, 1), gdzie funkcja w jest okreslona w poprzednim
zadaniu.
Teraz, dla dowolnego x € R wezmy liczbe naturalna n, n = [|x|]+ 1. Wtedy

—< 1 oraz n < |x|+ 1. Dalej mamy:

176 <1 6)=f OI+1O) <
<|remr (St () ()
+‘f<§>—f(0)‘+|f(0)l <no (£, 1)+110)|<

< (X+Do(f, D+ fO) = Ixlo(f, D+[w(f, 1)+ O)].
Stad wida¢, ze wystarczy przyja¢ b = w(f, 1)+|f(0)l.

_|_

69. | f(x)| = |x|-|sin x| < |x|. Zeby pokazaé, Ze f nie jest jednostajnie ciagla
ustalmy & > 0 (odpowiednio male). Wezmy x = 2nn, gdzie neN jest dowolnie
ustalone. Mamy:

|f(x+e)—f(x)| = (2rn+¢)sing = 2nnsing+¢esine.
Stad widac, ze
o(f,¢) = sup {2nnsine: n=1,2,..} = + oo,
a wiec f nie jest jednostajnie ciagla na R.
70. Wskazowka: Pokazaé, ze w(f, &) < L
71. Wskazowka: Pokazac, ze w(f.¢) < L
72. Funkcje w b i e sa jednostajnie ciagle, pozostale za$ nie sa.
73. Stosujemy dowod nie wprost. Gdyby np. skonczona granica xlirzl+ f(x)

nie istniala, to w otoczeniu punktu x = a funkcja f nie spelnialaby warunku
Cauchy’ego. Stad juz tatwo uzyska¢ wniosek, Ze f nie bylaby jednostajnie ciagla
na (a, b).

Szczegoly pozostawiamy Czytelnikowi.

74. Niech lirP f(x) = g,9eR. Wezmy ¢ > 0. Wtedy istnieje m > a takie, ze

dla x > m zachodzi

|f(x)—gl < ¢/4.
Dalej, dla dowolnych x, y € [m, + c0) mamy
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)= < 1S (X)—gl+1lg—f W) < &/2.

Teraz, korzystajac z faktu, ze f jest jednostajnie ciagta na przedziale [a, m]
znajdujemy 6 >0 takie, ze x,ye[a,m], |x—y| <6 implikuje, ze
If)—f W)l < &/2.

W koncu, jezeli x, ye[a, + o0) sa takie, ze x < m, y > moraz|x—y| <, to
juz latwo pokazac, ze | f(x)—f (y)| < &. Koniec dowodu.

75. Ustalmy y,eY oraz liczb¢ ¢ > 0. Z zalozenia, dla ustalonego i,
1 < i< n,istnieje J, takie, ze dla y € Y takiego, ze dy(y, y,) < ¢, zachodzi d( f{(y),
fiyo) < e

Teraz, biorac 6 = min {d,, J,, ..., 4,} dla ye Y, dy(y, y,) < 6 mamy, ze

d(f (), f (o)) = max d(f(y). fiyo)) <&,

1<i<n
co konczy dowod.

76. Zal6zmy, ze f jest ciagla w x,,. Dla dowolnego otoczenia ¥ znajdujemy
otoczenie % punktu x, takie, ze f (%)< ¥;. Nastepnie dobierzmy te T takie, ze
UcU. Wtedy f(U)c< 7.

Na odwrot zatozmy, Ze dla dowolnego s € S istnieje t € T takie, ze f (%)< Y.
Niech ¥~ bedzie otoczeniem punktu f(x,). Znajdzmy seS takie, ze ¥,<¥.
Z zalozenia, dobierzmy te T takie, ze f(%,)< ¥, ¥ . Poniewaz %, jest otocze-
niem punktu x,, wigc mamy koniec dowodu.

77. Wskazowka: Skorzystac z zad. 76 oraz zad. 84, rozdz. V.

1
78. Funkgcja f(x) = sin; dla x > 0 oraz f(0) = 0 ma zadane w zadaniu

wlasnosci.

79. Zalozmy, ze w(x) = 0. Oznacza to, ze dla dowolnego & > 0 istnieje
&y > 0 takie, ze |f(y,)—f(y,)l <6 o ile d(x,y,) < ¢, oraz d(x, y,) < ¢,. Stad
mamy w szczegolnosci

lfr) =S (x) <0,

a to oznacza, ze f jest ciagla w punkcie x.
Dowod implikacji odwrotnej pozostawiamy Czytelnikowi.

80. Niech ze 4;, tzn. w(z) < 6. Stad istnieje ¢, > 0 takie, ze dla dowolnych
Vi, y,€X 1 takich, ze d(z,y,) <&, d(z,y,) <&, zachodzi nierownosé
S )=l <.

Wezmy liczbe r = gy/2. Pokazemy, ze kula K (z, r) zawiera si¢ w A, co
bedzie oznaczal, ze A; jest zbiorem otwartym.

Istotnie, niech ye K (z, r), a wigc d (y, z) < &,/2. Wezmy dowolne y,, y, takie,
ze d(y,yy) < /2, d(y,y,) < &o/2. Wtedy z prawa trojkata otrzymujemy, ze
d(z,y,) < &, d(z,y,) <& Stad i z faktow wczesniej ustalonych wynika, ze
If ) =S ()l <6, a zatem w,(y) < 6. Koniec dowodu.
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81. Zbior tych punktow z przestrzeni X, w ktorych funkcja f jest ciagla,
mozna przedstawi¢ w postaci

e o)

N {xeX: w (x) <—'1;}

n=1
Stad i z zad. 80 wynika, ze zbior ten jest typu Gj.

82. Gdyby istniata funkcja f:R — R taka, ze zbiorem jej punktow cigglosci
bylby zbidr liczb wymiernych @, to oznaczatoby to, w $wietle wyniku z zad. 81, ze
zbior @ jest typu G;. Jest to jednak sprzeczne z wynikiem ustalonym w zad. 111,
rozdz. V.

83. Dowdd rownowaznosci warunkow 1) —5) mozna prowadzi¢ wedtug
schematu 1) = 2) = 3) = 4) = 5) = 1). Udowodnimy dwie pierwsze z wymienio-
nych implikacji, pozostawiajac Czytelnikowi dowody pozostatych.

1)=2)

Wezmy dowolny zbior otwarty B, B< Y. Jezeli f ~1(B) = ), to jest to zbior
otwarty.

Zatozmy wiec, ze f ~ 1(B) # 0. Niech x ef ~!(B). Wtedy f (x) € Bi B jako zbior
otwarty jest otoczeniem punktu f(x). Zatem istnieje (z zaloZenia) otoczenie
% punktu x takie, ze f (%)< B. Ale % =f ~*( f (%)) (por. zad. 64, rozdz. IV) oraz
f Y f@))<fY(B), wigc % =f ~* (B). Oznacza to, ze f ~'(B) jest otwarty.

2)=3)

Niech C bedzie domknigtym podzbiorem przestrzeni Y. Wtedy Y \C jest
zbiorem otwartym (zad. 43, rozdz. V) i wobec zalozenia f ~ (Y \C) jest zbiorem
otwartym. Ale f ~1 (Y\C) = f " YY)\ f ~1(C) = X\ f ~1(C) (zad. 64, rozdz. 1V),
wiec X \ f ~1(C) jest otwarty, co implikuje, ze f ~(C) jest zbiorem domknigtym.

1
84. Niech f: (0, + ) - R, f(x) = —. Funkcja ta jest ciagla, jezeli prze-
X

strzenie (0, + o0) oraz R rozpatrujemy przy zwyklej metryce.

Zbior A = [1, 4+ o) jest domknigty w (0, + o0), ale f(A) = (0, 1] nie jest
domkniety w R.

Z drugiej strony wezmy f: R - R, f(x) =x% Wtedy A =(—1, 1) jest
otwarty w R, ale f(4) = [0, 1) nie jest otwarty w R.

85. Zalozmy, ze A jest zwartym podzbiorem przestrzeni X. Wezmy ciag
{ya} =f(4). Wtedy istnieje ciag {x,} <A taki, ze f(x,) =y, dla n=1, 2,..
Poniewaz A jest zwarty, zatem z ciagu {x,} mozna wybra¢ podciag {x,,} zbiezny
do elementu x, x€ A. Z ciagloéci f wnioskujemy, ze podciag {yi,}> Vi, =S (X&),
ciagu {y,} jest zbiezny do elementu y = f(x). Oczywiscie y ef (A).

86. Wskazowka: Pokazaé, ze jesli zbior 4, A<= X, ma skonczong e-sie¢
w przestrzeni X, to zbior f(4) ma skonczona w (f; )-sie¢ w przestrzeni Y, gdzie
modul ciaglosci funkcji f jest okreslony analogicznie jak w zad. 67

@ (f; &) = sup {dy(f (x), f(V): x, ye X, dy(x, y) < &},

i ma analogiczna wlasnos¢, jak modut ciagtosci z zad. 67.
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88. Niech AcX, A# 0, A=A. Wezmy ye f(A). Wtedy istnieje ciag
{ya} =f(A) (por. zad. 49, rozdz. V) taki, ze y, —» y przy n — oo.

Znajdzmy teraz ciag {x,} c A taki, ze f (x,) = y,, n = 1, 2,... Poniewaz {y,}
jest relatywnie zwarty (bo jest zbiezny do y) w zbiorze f (4), wigc f ~*({y,}) tez jest
relatywnie zwarty (na mocy zalozenia). Ale {x,}<f " '({y,}) zatem {x,} jest
relatywnie zwarty. Stad wynika, ze {x,} zawiera podciag zbiezny do pewnego
elementu x e X. Bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze sam ciag {x,} jest
zbiezny do x. Poniewaz {x,} = f~'({y,}) = 4 oraz A jest domknigty, wigc x € A.
Z ciagtosci funkcji f wnioskujemy, ze y, = f(x,) = f(x) = y. Stad y = f(x) ef (A),
zatem f (A4) jest domknigty.

1
89. Przykladem takiej funkcji jest funkcja f: |:0, —:l — R okreslona wzorem

2
1 1
. d 0,
f9=4 “mx 98 xe( 2}
0 dla x=0

1
Funkcja f jest, jak latwo sprawdziC, ciagla na przedziale I:O, E:l, a wigc

jednostajnie ciagla na tym przedziale. Z drugiej strony, dla dowolnie ustalonego
oe(0, 1] mamy
Jx) y

lim = lim -—= lim ay*= + o
x=0 x* y—>+oolny y—=>+ oo

a

(na mocy twierdzenia de 'Hospitala). Zatem funkcja f nie spetnia warunku
Holdera z zadnym wykladnikiem o, « €(0, 1] oraz z zadna stata dodatnia L.

90. Wskazowka: Skorzystac z zad. 83.



Rozpziar VIII

POCHODNE FUNKCJL
ROZNICZKOWALNOSC

Lr@=tim/CtNSD _ o O+ah-3
h—=0 h et h

 (JO+4h—3)(/9+ah+3) . 9+4h—9

= lim o 049
hvo h(/9+4h+3) -0 h(/9+4h +3)

= lim ——4—_j4__g

_h_,o\/m+3—6_3.

2. f'0+)=0.

3.8) f(=1)= —1,

11

b) (1) = lim =—————=1 —lim— %~
o3

QK2 =

n(l)f((l’ 1)+t(2t, D)—f(1,1) _ limf(1+2t’t1+t)_4 _
10

4.2) fL(1, 1) =1

-

— lim (+20°+(1+20(A+)+3(1+1)—1—-4
_t—>0 t -

. 144442143t 4+ 262+ 34+3t—5 . 6t2+10¢
= lim =lim =

t—0 t t—0 t
b) g,(4,5) =0, ¢) h(1,0,—1)= —5.
5. f'(1) = —1. Wskazowka: Obliczy¢ f'(1+)if' (1-).
6. f'(2) = -3.
7. f/(0-) =1, f"(0+) =0, zatem f” (0) nie istnieje.

10,
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t
21. K'(t) = + arcsin t. 22. k'(x) = arcsin x.
V11—t
23. f'(x) = 1. 28, i) = -
1 lu| /u>—4
—2arctg— .
25. f'(t) = ——— x) = ——
5/ 0=—77 2%. 40 = 5153
)
) 1+x*>—2x*Inx
28. g (X) = W
1
29. K(x) = ctgx. 30. /() = ——.
, 2u
3. g(w) = (—uz—l)lnS'
u
32, K = :
(2+u?)/1+u? arctg/1+u*
{—xln4
33. f'(x) = 10 In 10. 34. g'(x) = %".
U1 _ 1\2
35. H(x) = 8 (1 +2x2In 8). 36. () = 20— Y

VIIl. POCHODNE FUNKCIJIL. ROZNICZKOWALNOSC

8. /7 (3) nie istnieje.

—x—1

2x\/;.

9. f(x) =

+12 93/ 41063/t +36t3/1

10. f7(t) = G

1L (W) = _(14—36—%'

13, f'(0) = _ﬁ/—(%i_—x?'
14. (1) = (ft—_s:i%)?
15. £ (u) = 1_(20—82;52)8;““

3
17. f'(x) = Esin 2x (2 —sin x).

19. g'(u) = —6cos4u-sin8u.

4x3(18 —x?)

12. f'(x) = g

16. ' (v) = —sin 2v.

18. f'(x) =9 cos (3x+9).

2
20. H(x) = xcos/1+x .

14+x?
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e\/u2+1 .

u
37. g (u) =
= e

38. W(u) = In3cosu- 35",

-
3. /()= 10x cosh (57— 1), 40, gl(x) = .

T Jeoshx?
41, K (x) = 1

2 ./cosh x —sinh x '

42. a) f'(x) = x*(Inx+1),
b) ¢g(x) = xS“‘x<cosxlnx+ s_1nx_x> ,

a2 : 2
. —sin” x In sin x + cos“x
¢) H(x)=sinx** ,

sin x
d) K(x) = x*"(x*"'+x*Inx(nx+1)).
, In5
43. a) f'(w) = “ulnZu’
by ¢/(u) = 2u? Inu—(u*+3)In (u*+3)
= u(u®+3)In%u

1
44. ~. 45. 1.

2

46. f'(1—)=—-1f'(1+)= 1. f nie jest rozniczkowalna w x, = 1.

47. f jest rozniczkowalna na zbiorze R\{4} oraz f'(x)=0 dla
xe(—00,3)u(@, +0), f'(x) =(x—3)(3x—11) dla xe[3,4). W punkcie x = 4
f nie jest rozniczkowalna, bowiem f'(4—) =1, f'(4+) = 0.

af y2 —x2 af x2— yz
4 . s y = ——5T5 , = — —_—
8. Dla (x, y) # (0,0) mamy I y 1y 3y x 1)
8 (0,0) _ af (0,0)
ox  dy
cie (0,0) (por. zad. 44, rozdz. VII).

of x*+3x%yr—2xy> of y*+3x%y*—2x3y

49. a) - = VY T NV
0x (x*+y*) Oy (x*+y?)

of y o X

ax  x2+y>’dy x4y

o 2 o 2y

Vox Ty Py

a1 {

) ou u+lnv’ dv  v(u+lnv)’

o X o y

xSy

Ponad-

to, jak tatwo sprawdzic,

= 0. Funkgja f nie jest ciaglta w punk-

b)

e)
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o z

oz Sxr+yr+z?

0 . 0 . .
) @ _ yzcos x (sin x* "1, 7 _ z(sin x)’* Insin x,
Ox dy

0
7% _ y (sin x)** In sin x,
0z

) dg 2u

g au—(u2+vz+w2—1),/u2+v2+w2 ’

g 2v

W o rwi—1)Jul+oi+w?

dg 2w

aW_(uz+vz+w2—1)./u2+vz+w2 ’

oo & o by
ox  (x*+y*+2%)> 9y (x*+y*+z%)*

oh —4z

0z (Y +z2)]
¥G,4_2 oG4 _1

50. a) ox 57 oy 5
ox 0 9y 4
R " e
a 2 2
51. Mamy: f—yx”",% x”lnx,aigy=x”_1+yxy‘11nx=aiaj;.
o’f x
P 52T T @

P R+ —y) /4y

ayZ (x2 +y2)3/2 (x+ /x2+y2 5

o y
0x dy - (x2+y*)3*’
P9 2 P9 o%g _o
x> (x0T 3y (LY oxdy
o 0%h _ (x—wz
0y0z  f(x*+y>+2>—2xy)®
0%h y?

0t Pty 2 —2xz)
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1 1
54. 2) fi(1,2) = —10, b) g.(1,1) = \/2, gdzie w = (—2, —2>,
c) h,(1,2,..,n)=n(n+1).
55. J,(1,1,..,1) = 1.

56. d*f(x, ) (hy, hy) = 6yh3 +(12x—4) h,h, + 2h2,
d*g(x,y)(h, h,) = e*cosyh?—2e*sinyh,h,—e*cos y h3.

57.8) J,(1—1)=6, b) (gof)(l,1)= —I8.
dy 3x’y—y’ b dy ye?—ye*—e’

9. a) — = = .
5. a) dx 3xy*—x*’ dx xe’+e*—xe
2 1

60. y"(0)= — . 1. y®1) =-.

y"(0) 3 61 y=(1) =5
62. f jest rozniczkowalna na R oraz f'(x) = 3x|x|.

i v

64. lim f'(x) = — 7 65. lim (x—2)*f'(x) = 1.

x—0 x>+

66. Funkcja f jest okreslona dla \/ﬂ < x| < o /(2k+ D (k=0,1,2,..),
wigc w punktach x = ./(2k+1)® mozna rozpatrywac tylko lewa pochodna,
a w punktach x = \/216—7'5 (k # 0) tylko prawa pochodna. W pozostatych punk-
tach dziedziny f jest rozniczkowalna. Mamy: f(\/2k+1)n—)= —oc0,
f(/2kn+)=+0,af(0-)=—1,f(0+)=1.

67. Funkcja x*> ma pochodna wszedzie, a funkcja — wszedzie

T
COS —
X

2
z wyjatkiem punktow x =01 x, = ——(k =0, +1, +2,...). Dlatego funkcja
kT 2k+1

f(x) ma pochodnag w zbiorze R \ {0, x,, k = 0, +1, +2,...}. W punktach 0 oraz x,
badamy oddzielnie rézniczkowalnos¢ funkcji f. Mamy:

h? | cos
1(0) = lim —— " —q,
K0 h
( 2 +h>2 cos n(2k+1) 1

f,< 2 +>= o \2ker 2+@k+1)h| _

2k+1 -0+ h
2 1cos[n(2k+1)+< n(2k+1) _1t(2k+1))]|=

(Rk+1)n-0+h 2 2+Q2k+1)h 2

_ 4 M ((F@k+D  m@R+DN
" (2k+1)? woo+ h 24+Q2k+1)h 2 -
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Podobnie sprawdzamy, ze f’ (m ——> = —m.Zatem f nie jest r6zniczkowalna

wzbiorze {x;: k = 0, + 1, 2, ...}, ktory ma wtasnos¢ wskazana w teksécie zadania.

1
h%sin—

1 1
68. Mamy: f'(0) = lim = lim hsin—- =0 oraz f'(x) = 2x sin; —
h—>0

h—0 h

—cos—dla x # 0. Poniewaz lim f’(x) nie istnicje (dlaczego?), wigc f” nie jest
X

x—=0

ciagla w punkcie x = 0.

69. f'(x,). Z istnienia powyzszej granicy nie wynika, ze f '(xo) istnieje.
Pokazuje to przyktad funkcji

0 dla x#0
J = {1 dla x=0,
gdzie x, = 0.
70. a = —2, b= —12. f nie jest rozniczkowalna. v
5 1
71. a—z,b——z—,c—d—p—l.
72. a=2,b=0.
— 1 2
73, f/(0+) = lim f——(x)xf(o)= lim YUY ln(x” ) _
x—>0+ x>0+

In(1+x?
— tim (RO
x>0+ X

0-)= lim _/In(1+x% lim ,/ln(xl2+x2) _

x>0~ x| x> 0—

Zatem f nie jest rozniczkowalna w punkcie x = 0.

75. £'(0+) = g f10-)=— g a wiec f” (0) nic istnicje.
.. 1 1 . )
76. Przedstawiajac f(x) = 3~ Ecos 2x otrzymujemy, ze

f®(x) = —2""1cos <2x+ %)

3 1
77. Wskazowka: Przedstawic f(x) w postaci: f(x) = 1 + ZCOS 4x.

0 0
78. _Z — 2xy(P/ (xz_yZ), _Z — (p(xz___yZ)_zyZ(p/ (xz__yz)‘
0x ay
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Stad

10 10 1

L LT g (P y )t (P —y)—

xdx ydy y
1 z

— 2y (=) = S (xF—y?) = 5.
Y y

ép _of of af ow 09 of af ow o
“ax ~ax T Wi — —. Zal tel-
81 ox Ox + EVie (x)+ aw x’ dy 30" (»+ w 3y Zalozenia Czytel

nik wydedukuje z twierdzenia o rozniczkowaniu funkcji ztozonych wielu
zmiennych.

82. Kierunkiem tym jest gradient funkcji f (x, y) = x*+y* + 3xy w punkcie
(1, 1), ktory jest rowny (5, 5). Zatem spadek powierzchni w kierunku dwusiecznej
pierwszej ¢wiartki plaszczyzny xOy bedzie najwigkszy.

83. Wersor u, o ktorym mowa w zadaniu, ma posta¢ u = (cosa, sin a).

1 1 1 1
Zatemf;,<—— 3 5) = cosa+sina. Latwo pokazac, ze mafo,(— 3T 5) =
= \/5 (dlaczego?).
84. Wezmy niezerowy wektor u = (uy, u,). Wtedy

f(tu) "tf(o, 0) = lim S (tuy, tuy) _

t—0 t

f4(0,0) = lim
t—=0

- Pujui  uuj
i~o t(Pud+12ud)  ul+ud’
af(0,0) _ 9f(0,0) _
x  dy
Gdyby f byla rézniczkowalna w punkcie (0, 0), to istniataby funkcja r (h,, h,)

. . r(hy,h,)
taka, ze lim ——2-2
(hioh) = 0,0 /h? + h3

(hy, hy). Stad mamy:
. r(hy, hy) . h, h3
lim —=% = lim 5555
(hh) 0,0 /W3 + h} hr w00 (B2 + B3

co jest nieprawda. Rzeczywiscie, biorac ciag (

(1 1)

r{-, - {

nn

lim = # 0.
e 11 22
P

0.

Stad w szczegolnosci

=0 i taka, ze f(h,, h,) = r(h,, h,) dla dowolnego

=0,

S |-

1 . .
S ;l—) widzimy, ze
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86. a) f jest rozniczkowalna wszedzie z wyjatkiem punktu (0,0),
b) f jest wszedzie rozniczkowalna,

¢) f nie jest rozniczkowalna tylko w punkcie (0, 0),
d) f nie jest rozniczkowalna w punkcie (0,0), poniewaz nie jest w tym

punkcie ciagla (sprawdzi¢). W pozostatych punktach R? funkcja f jest roznicz-
kowalna.

e) f jest wszgdzie rozniczkowalna,
f) funkcja g jest rozniczkowalna wszedzie poza punktem (0, 0).

87. Biorac wektor jednostkowy a = (cos a, sin &) mamy:

fu(l, =2) = —cosa+sina = ﬁsin(a— %)

Stad

maxf,(1,-2)=./2 dla a= 3—11:,

minf,(1, —=2) = —/2 dla a=%n.

88. Mamy:
T im TR~ =
T = m PR i
Stad wynika, ze GZ)C((;}O) =1, 526];)(2;0) — 1. Zatem azx(%y 0) az,((a);())

89. Nietrudno sprawdzi¢, ze gdy a = (a;,a,), to f,(0,0) = a, +a,. Stad

0,0 _ 0,0 _,
ox oy

Gdyby funkcja f byla roézniczkowalna w punkcie (0,0), to dla.dowolnego
niezerowego h = (h,, h,) zachodzitaby réwnos¢

Sf(hyshy) = hy+hy+r(hy, hy),

stad
hih,
hy +h +h4 12 =h;+hy+r(h,h,),
i i r(hy,hy) .
dzie lim ————== = 0.Z drugiej stron
8 (hyh) > (0,0) m g1 y
Jlim rihhy) h3h,

lim .
k) ~00 JHEHRS k00 (i + h3) / hF + h
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Zbiegajac po paraboli h, = h} widzimy, ze wtedy granica jest rowna 7 Sprzecz-
nos¢.
90. f'(0+) =1, f'(0—) =—1, wigc f nie jest rozniczkowalna w punkcie
x=0.
91. Wskazowka: f(x) = x dla x > 1 oraz f(x) = 1/x dla x€ (0, 1).
92. Roézniczkujac kolejno funkcje f(x) dla x # 0, otrzymujemy:
’ 2 —1/x2 g1 4 6 —1/x2
fe=he = (- S)e
1
fO0x) = Wy, <—>
X

gdzie W,, jest wielomianem stopnia 3n.
Dalej, stosujac twierdzenie de 'Hospitala, mozemy si¢ przekonac, ze dla
dowolnego m naturalnego zachodzi
e 1 m/z 0

lim —— = lim —;
x>0 X z> 4+ € —1/x2

=0.

W szczegdlnosci otrzymujemy stad, ze f'(0) = lim

x—0
Przypusémy teraz, ze f@~ 1 (0) = 0. Wtedy
=-1)
f™(0) = lim A = lim W,,_, (l>e'”"2 =0,
x—0 X x—=0 X

co jest konsekwencja wyzej ustalonego zwiazku. Zatem, na mocy zasady indukcji
matematycznej otrzymujemy, ze f jest rozniczkowalna dowolna ilos¢ razy
w punkcie x = 0.

93.a=-1,b=0,c=1,d= —1.

1 5 9
94. a=§,b—§,c—3,d=z.
95, g/(x()) - llm g(x0+h)—g(x0) _ llm |f(x0+h)|—|f(x0)l _
h—0

h h—0 h

h—0 h

07
f(xo+m)—f(x0)

poniewaz z zalozenia f(x,) = 0 oraz 0 = f'(x,) = lim —————— =
h—0

h
h—0 h

96. Z zalozenia, ze f jest dwukrotnie rozniczkowalna w punkcie x, wynika,
ze f jest rozniczkowalna w pewnym otoczeniu x,. Zatem roOwnos¢
[ (ot h)—f"(Xo—h)
2h

f"(xo) = lim
h—0
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jest prostym wnioskiem z zad. 69. Z drugiej strony, na mocy twierdzemia
de 'Hospitala, mamy:

lim f Ko+ +f(xo—h) —2f(xo) _ — 1im [ Ko+ B =S (xg—h)
h=0 h? h=0 2h

Z powyzszych zwiazkoéw wynika zadana rownosé.

xf(a)—af(x) _

97. lim = —

= lim (xf(a)—af(a))+(af(a)‘af(x)) _
x-a x—a h

= lim {f(a)— A “’} ~f@—af'(a)

98. Wskazowka: Pokazaé najpierw, ze jesli f'(a) < 0 < f'(b), to istnieje
punkt ce(a, b) taki, ze f' (c) = 0. Nastepnie sytuacje f' (a) < y < f’(b) sprowadzié
do poprzedniego przypadku, rozwazajac funkcje f(x)— yx.

99. Napiszmy funkcje f(x) w postaci:

b d
a a ¢ a 1 ad d\ !
f(x)=z 1+ p] =Z C(b_?)<x+g) (c #0).
x+z

Stad otrzymujemy dos$¢ prosto, ze

1 ad d\ !
f"(x)=E<b——5—)(—1) <x+z> n!.

100. Stosujac twierdzenie o pochodnej funkcji odwrotnej, mamy:

1 [

dx 1 dzx_d<f’)_—de_ f
dy [Cdy' dy T flax ()

d(f") U - 3(f)2(f")2 dx
x U/ _ (f)°
dy? dy f'dx

m2 1L
=___~3(fzf’;5ff (f" #0).
Podobnie

dx 100" fO—(f ) fO-15(")
dy* TR}

101. Wskazowka: Zastosowa¢ indukcje matematyczna ze wzgledu na
stopien wyznacznika oraz wzor Laplace’a na obliczanie wyznacznika.



Rozpziar IX

ZASTOSOWANIA
RACHUNKU ROZNICZKOWEGO
FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ

1. Dlugo$é krawedzi podstawy ostrostupa wynosi (5— 1/ 13)a/12.

1

2. Rownanie stycznej w punkcie przegigcia: y = 3 e 3x+2e 2
1

3. fi(x)=e ¥(1-2x*) < 0dla xe(—\—[z, + oo>.

4. Wyznaczy¢ minimum funkcji f (x) = 2x arctgx—In(1+x?) dla xeR.

2
5. Wyznaczy¢ minimum funkcji f(x) = cosx—1+ %— dla xeR.

arctg x

7. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji f(x) =In(1 +x)— Thx dla
xe€[0, + o0).
1
8. |OL| = ——= km.
J15
9. a) lirP f(x)=0, lirgl+ f(x) = —oco. Funkcja f roénie dla x € (0, e), maleje

1
dla xe(e, + o0). Asymptota pozioma: y = 0, pionowa: x = 0, fraxd®) = " Punkt

przegiecia w x = €2, fi(e*?) =

xe(e3?, + o).

20372’ f wklesta dla x€(0, e*?), wypukla dla

b) lim g(x) =0, 1i1(§1+g(x) = — 0. Funkcja g roénie dla x €(0, 3), maleje

x>+ oo

2
dla xe(3, + o). Asymptota pozioma: y = 0, pionowa: x = 0, gmad3) = 3—\7_5,

4
punkt przegiecia dla x = 5,9,(5) = —=; g jest wklesta dla x € (0, 5), wypukla dla
55
x€(5, + o).
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¢) h(x) jest funkcja parzysta. lirP x| e™** = lir_n |x|]e™* = 0. Funkeja
h nie ma pochodnej, gdy x =0. Niech x€(0, + o). Wtedy h ro$nie dla
1 ) 1 .
x€{0,—=), maleje dla xel—=, + o0 ). Asymptota pozioma: y=0,
J2 V2

1 1 3
hmax(72—> = ﬁ-e'”z. Punkt przegiecia dla x = X hp<\/§> = \/ge‘m,
h wklesta dla xe(O, \/§>’ wypukla dla xe(\/g, + oo).

d) D, =R\ {—1}. lirP k(x)= +o00, lim k(x)=0, lin} k(x) = + o0,
x>+ o x——o0 x—> -1+
liP}_k(x) = —oo. Funkcja k maleje na kazdym z przedzialéw (— oo, —1)
(—1,0) oraz roénie dla xe(0, + c0). Asymptota pionowa: x = —1, knin(0) = 1.
k jest wypukta dla x e(—1, + o0) i wklgsta dla x € (— oo, —1). k nie ma punktow
przegiecia.

b

e) I(x) jest funkcja parzysta. lirP I(x) = 0. Funkcja I roénie dla xe(0, 1)
1 maleje dla xe(1, + o0). Asymptota pozioma: y = 0, I (1) =e 13

f) D, =R\{—1,0,1}. m nieparzysta. Przebieg zmiennoici funkcji m
dla x>0 wyglada nastepujaco: lirgl+m(x) =0, lilP_ m(x) = — oo,

lirln m(x) = + oo, lirP m(x) = +co. Funkcja m maleje na kazdym z prze-
x—=>1+ x>+ o0

3./3
dziatow (0, 1), (1, ﬁ) oraz ro$nie dla xe(\/g, + 0), mmin(\/g) = _ZL m jest

wypukia dla xe(1, +oo) i wklgsta dla x (0, 1). m nie ma punktow przegigcia.
Asymptota pionowa: x = 1, ukos$na: y = x.

. . . . r i 2
10. Bok nie lezacy na przeciwprostokatnej ma dtugos¢ d, = CSIZ oc’
243 2
P - ¢*sin 2o
8

11. Wysokos¢ stozka h = 4R.

12. y = x—n (asymptota w + o0) oraz y = x +n (asymptota w — 00).
13. f, (1)—21 Jmin(€) = 2e 1e2
¢ Jmax - 2, min - 2 .
1
14. Rozwazmy funkcje f(x) = x— o —2Inx dla xe[l, + o). Wtedy

—1)?
f(1) =0, a ponadto f'(x) = x 3 ) > 0 dla x > 1. Stad juz wynika, ze f(x) > 0
x

dla x > 1, co daje zadang nieréwnos¢.
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15. Boki prostokata o najwigkszym polu: a=./2- \/5 /2,
b=./4-2./2/2.

1
16. Podstawmy fx)= arctg— +arctgx. Wtedy f'(x) = 0 dla x > 0, czyli

f jest funkc_m stala. Ale f(1) =~ + r_T , skad wynika zadana réwnos¢.

474"

17. p = 80.

18. Funkcja f jest wypukta dla xe (0, e~ 3/2), wklesta dla xe(e™*?, + o).
3

-3/2y _ -3
fe %) = — 7€

19. Dla a <0 oraz a = 1/e rébwnanie ma jeden pierwiastek. Dla a€(0, 1/e)
réwnanie ma dwa pierwiastki. Dla a > 1/e rownanie nie ma pierwiastkow.

20. Wskazowka: Skorzystac z tego, ze

tga—tgf = — o —p)

cos?
gdzie Oe (B, a).

1
21.a)y=x+z, b) y=0 oraz y=2x,
T T
c)y=§x—1 oraz y=—§x—1, d) y=xIn2+2, x=2.

22. Niech f(x) = x*+x—3. Wtedy f(1)= —1, f(2)=7, f'(x) >0 dla
x€(1, 2). Zatem istnieje dokladnie jedno ae(l, 2) takie, ze f (a) =

23. C(—./6, —/6).
24. D, = (0, +0)\{1}. lim f(x) = + 00, lim f(x) =0, lim f(x) = — o,

1iIP+ f(x) = +00. Funkcja f maleje dla x€(0,e) i rosnie dla xe(e, + o0).

Asymptoty pionowe: x =0, x = 1. f . (e) = log,e
2

25 f. (e )=e".

26. Funkcja f(x) = x? ma pochodna f'(x) = px?~! (jest nierosnaca). Stad
f(x) — wklgsta. Jednoczesnie

x—a<x<y—a<y.

Korzystajac z faktu, ze f jest wklgsla, i powyzszej relacji otrzymujemy

S0P Hx—a) <5 (P +O—a))

czyli zadana nieré6wnosc.
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27. Rozwijajac funkcje 3/1+x w szereg Taylora do trzeciego wyraza,
mamy

,3/1+x—1+f—x—2+i X
T3 9 81 (1+6x)%

gdzie 0€(0, 1). Stad otrzymujemy
2 3

YMax—1-S4X_ 5 x|
39 8t(1+6x)°3

Korzystajac z faktu, ze
O<_5__f_3__<_
81 (1+0x)°3 ~ 81

otrzymujemy nasza nierOwnos¢.

x3

28. Rozwazmy funkcje

fla)=a"""—(p+q)(a"—a?).
Wtedy

fla)=(p+q)g(@a’",
gdzie

gl(a) = aP—pa? 1+q.
Korzystajac z tego, ze

g'(a) =pa" (1—(p—q)a™?
otrzymujemy, ze dla a > 1

gla=zg(l)=1-(p—q) =0,
f@=f(1)=o.

Zatem mamy
flazf(1)=1,
co daje zadana nieréwnos¢.

30. Wskazowka: Rozwinac funkcje e w szereg Taylora do n-tego wyrazu
z reszta w postaci Lagrange’a.

31. Wskazowka: Pokazad, ze funkcja f okreslona wzorem

a+x b+x
fx) = <b+x>

jest rosnaca dla xe [0, + o).

32. a) Wyznaczy¢ maksimum funkcji f(x) = x*—ax, gdy xe[0, +m0)
12€(0, ).
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., - . . a
b) Skorzysta¢ z nierownosci pokazanej w zad. 32a, podstawi¢ x=y

i oznaczy¢ 1 —a = f.
) Skorzystaé Z nierownosci
1) ab< -, b*
) a ka + k b,
1

1
przy czym a, b > 0; k, k' > 1; X k =1

Z (1) otrzymujemy naste¢pujace nierdGwnosci:
al+ 1 y

Tt b+ 1% > ab,

@ A+ A+1

i

©)

b1+1 l
PRSI

a** VIt > gb,

Po dodaniu (2) i (3) otrzymujemy zadana nierdownosc.

33. a) Wyznaczy¢ maksimum funkcji f(x) = x’|lnx|, (s >0) i x€(0, 1).
b) Wyznaczy¢é maksimum funkgcji f(x) = lnx-—\/_ dla x€(0, + o).
¢) Zbada¢ znak pochodnej nastepujacej funkcji

f(x)=ln(1+~/1+x2)—£—lnx dla xe(0, + ).

1+1)? :
d) W rozwazanej nierdOwnos$ci podstawi¢ x = (( ltt)) , gdzie 0 <t < 1.
Wtedy
1 14t 2

(1) <in <0 dla 0<Jf<1.

1—t 1=
Rozwijajac lewa strong (1) w szereg Maclaurina, po odpowiednim uporzad-
kowaniu, otrzymujemy

©

1
1— > 1.
Z( 2n+1)t 0 dla |t <

n=1

Koniec dowodu.
e) Wskazowka: Zbadaé znak pochodnych nastepujacych funkcji:

1
f(x)= —z——l——ln(H—;) dla x>0,

1 1
(x =ln<1+—>—— dla x>0
o) X/  Jx+x?
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34. Rozwazmy funkcj¢
f9=ln(l+x)—-—— dla xe(—1, +oo).
1+x
Ro6zniczkujac, mamy
x

SO =
Zatem dla x = 0 funkcja f ma warto$¢ minimalna i stad mamy

0<ln(1+x)—1—%.

Jest to dowod pierwszej czesci nierownosci. Analogicznie dowodzimy druga
cze$¢ nierOWnosci.

35. Zalézmy, Zze a jest k-krotnym pierwiastkiem W(x). Wtedy mamy
W(x) = (x—a)* P(x). Z drugiej strony

W'(x) = (x —a)*~ Y (kP(x) +(x—a) P'(x)).
Stad

W'(a) =0,
zatem teza.

36. Obliczajac pochodna funkcji
1—x
= arct tg———
f(x) = arctg x + arctg 5=

widzimy, ze
f'x)=0 dla xe(—1, + ).
Zatem f jest funkcja stala na przedziale (—1, + oo0). Dalej mamy

f@=fO=7 dla xe(~1, +oo).
Analogicznie dowbdzimy tozsamosci b i c.

1 1
. - = = 1
37. a) —3, b) 3 o1,
d) Niech
e 1% dla x#0
f(")_'{o dla x=0.
Poniewaz f™(0) = 0 dla neN (sprawdzi¢!), wigc szukana granica jest rowna 0,

e e !, g1, hyel, i)e  je '3 ke ?r
) e 2 m) a
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38. W nierownosci tgz > z (0 <z< g) podstawmy z = g —y. Otrzymu-

. . n ..
jemy wtedy, ze ctgy> 5~ y, O0<y< g Po podstawieniu teraz

. . T .
y = arctg x (x > 0) otrzymujemy, Ze ctg(arctg x) > 5 —arctg x. Stad otrzymuje-

my zadana nieréwnos¢ dla x > 0. Latwo sprawdzi¢, ze nierowno$¢ jest roOwniez
spetniona dla x = 0.
Rozwazana nierdéwno$¢ mozna rowniez udowodni¢ stosujac metody ra-

chunku rézniczkowego.
T
x <arctg x— 5) +1

39. lim x2<arctgx— g +x> = lim

x— + x—+ w 1
x
Stosujac dwukrotnie regule de I’'Hospitala, mamy
. x>
x-}ril-loo (1 +x2)2 B
. . S .
40. Rozwazmy funkcje g(x) = - Styczna do wykresu funkcji f w punk-

cie x ma postaé y = f'(x) X —f'(x) x +f (x). Poniewaz styczna ta przechodzi przez
poczatek uktadu wspotrzednych, wige

—f'(x)x+f(x) =0.
Dalej mamy:

A (S

X

Stad i z twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej mamy g(x) = c¢. Zatem

f(x)=cx.
41. Zauwazmy, ze
[x%f (01" = x%"(x) +4x/ (%) +2f (x) > 0.
Z nieréwnosci tej wynika, ze funkcja x2f (x) jest wypukta, czyli na mocy zatozen

f(x)x? lezy pod osia Ox, a wigc f(x) < 0.

42. Poniewaz pochodna funkgcji rézniczkowalnej na przedziale ma na tym
przedziale wiasno$¢ Darboux (por. zad. 98, rozdz. VIII), wigc korzystajac z tego,
7¢ ' ma rozne znaki na koncach przedziatu [a,b] wnioskujemy, Ze istnieje
X, €(a, b) takie, ze f'(xy) = 0.
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43. Rozwazmy funkcje h: [a,b] - R, h(x) = f(x)—g(x). Zauwazmy,»ze
h(a) = h(b) = 0. Zatem funkcja h spetnia zalozenia twierdzenia Rolle’a, wiec
istnieje ce(a, b) takie, ze h'(c) = 0. Stad mamy, ze f'(c) = g'(c).

44. Zauwazmy, ze
1 2
1) = -—V:x >0 dla xe(0, +o0)
oraz

169 =

\/7_ <0 dla xe(0, + o).
Zatem f jest rosnaca i wklesta dla dowolnego x (0, + o).

45. Wskazowka: Skorzystaé z zad. 43.

6 20
h_. = —. Nato-

1
46. Wymiary poszukiwanego walca wynosza: r,, = 7 Mmax= 57

. L = 8
miast promien kuli 7, = 7

47. Poniewaz

W(x) = x*+bx+c
oraz
lim W(x)= lim W(x) =

x— + o0 XxX—=—w

wigc W (x) ma pierwiastki rzeczywiste (przynajmniej jedno miejsce zerowe), jezeli
b
Woin < 0. Zauwazmy, ze W/(x) = 4x*+b=0<wx = 3/ — 2 Latwo sprawdzic,

ze w tym  punkcie funkcja W(x) osigga  minimum.  Stad

Wi = < 3/ — ~) =3 /25 +b- 3 — +c Z zalozonego w zadaniu wa-

runku tatwo juz wynika, ze W,

min

48. Zat6zmy, ze funkcja f ma punkt przegiecia w punkcie o odcietej x.
Wtedy

f"(x) =2cosx—xsinx = 0,

skad otrzymujemy, Ze ;— = ctg x. Uwzgledniajac t¢ rownosé, otrzymujemy
yA(x* +4) = x*sin’x (x% +4) = x?sin?x (4 ctg?x +4) =
= 4x*(ctg?x + 1) sin’x = 4x?(cos?x +sin’x) = 4x>.

49. Skorzystajmy z faktu, ze funkcja

fx) =

sinx+tgx
X
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ma w punkcie x = 0 granice rowna 2. Ponadto

X COS X —sin x 1 tg?x
1+ +
x oS X x

fx) =

sin x g S L
< cos x. Zatem f(x) > 2, co dowodzi rozwazanej nierOwnosci.

50. Ustalmy dowolnie liczbg ¢ > 0. Z zalozenia znajdziemy A > a takie, ze
dla t > A4 zachodzi

(1) g—e<f'(t)<g+e

Wezmy teraz x > A. Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej znajdziemy
0€e(0, 1)takie, ze f (x)—f (A) = (x — A) f'[A + 0(x— A4)]. Stad, na mocy (1), mamy:

(x—A)(g—¢) <f(X)—f(A) < (x—A)(g+e)
Dalej, po prostych przeksztalceniach, otrzymamy

(1 - é)(g—ﬁ) <£(~x—) AL < (1 - é>(g+e)-
X X X

X
. . . . . 2
Zalozmy teraz, ze np. g > 0 oraz liczba ¢ zadana jest tak, ze g—¢ > O oraz e < —.
g

Wtedy z ostatniej nierownosci, po uwzglednieniu, ze 1 — — > 0, otrzymujemy
X

' A
g—2¢ S%x—)—&<g+e < g+ 2¢, 1 dalej

74

X
~28<—(—x)——g<w+2s.
X x X

Stad juz widac, ze dla x odpowiednio duzych, wyrazenie @ —g jest dowolnie
X

A
male (poniewaz lim f14) = 0). Zatem lim Sx) =g
x>+ o X x—=+ X

Dowod w przypadkach g = 01 g < 0 pozostawiamy Czytelnikowi.
51. Korzystajac z zad. 50 mamy
)
im — =

k.
x— + oo X
Z drugiej strony
li [~—(x—) =0.

Zatem k = 0.
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2av, + 2av, cos a
52 thin=733 .
vi+v;—4v,v,c0850

53. W punkcie A(1, 1).

54. Wobec twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej mamy:
im [fx+D)=f()] = lim f(x+6(x)),

przy czym 6(x)e(x, x+ 1). Zatem na mocy zalozen zadania otrzymujemy:
liIP f(x+0(x) = lir+n f'(x)=C.

Stad
lim [f(x+1) —f(3)] = C.

55. d,...= 13./13.

56. Z zalozenia, dla dowolnych x, y €R jest spelniona nieréwnos¢
If(x)=f () < |hJ*.
Stad otrzymujemy

lim M < ;l.ir% B2~ = 0.

h—0 h

Zatem
. fx+h)-fx)
iy S =00

dla dowolnego xe R, co oznacza, ze f jest funkcja stala na zbiorze R.
57. Rozwazmy funkcj¢
f(x)=x"+(1—-x)*, dla xe[0,1]ip>1.

Latwo sprawdzic, ze

1 1
Jonin <§> = Eb—-_f‘fmax(l) =1,

skad wynika nasza nierownosc.
58. Zauwazmy, ze
fx)=(T+x)3/11=3x =2/(T+x)*(11-3x).
Zatem wystarczy znalez¢ maksimum funkgji
g(x) = (T+x)*(11=3x).
Stad otrzymujemy, ze
Jmaxt1) = 16.
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59. Wskazowka: Wziaé funkcie f(x) = t—iﬁ dla x e(O, 3‘-) i pokazaé, ze

2
f'(x)>0, xe(O, g-)

60. Rozniczkujac wzgledem a wzor dwumianowy Newtona (por. zad. 16,
rozdz. 1), otrzymujemy

Y (kat~'b" % = n(a+by,

n=1

co po pomnozeniu przez a daje zadany wzor.
61. d) Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej mamy
1
ln% =Ina—Inb = Z(a—b),

gdzie £ (b, a).
a—b
b

) 1 1 . . .
. Poniewaz jednak E< > wiec stad otrzymujemy, ze ln% < . Druga

e L. . 11
cze$¢ nierownosci wynika z faktu, ze : > —.
a

Uwaga. Analogicznie (poprzez twierdzenie Lagrange’a) dowodzimy niero-
wno$¢ z punktow a, bic.

62.a2) 0, b) —1, ¢) ', d) \/E, e) —%, f) %, g) eV} (In’a—In?b).

64. Podamy dwa sposoby rozwiazania tego zadania.

I sposo6b: Wyznaczamy kresy funkgji f (x) = asin x + b cos x na zbiorze R.
Poniewaz funkcja f jest okresowa i jej okres jest rowny 27, wigc wystarczy
wyznaczy¢ kresy tej funkcji na przedziale [0, 2n]. Ciaglos¢ funkcji f pozwala
z kolei zredukowa¢ ten problem do wyznaczenia ekstremow funkcji f na tym
przedziale.

Korzystajac z metod rachunku rozniczkowego widzimy, ze wystarczy
wyznaczy¢ miejsca zerowe pochodnej f’ znajdujace si¢ w przedziale [0, 2r}.
Rozwiazujemy zatem rownanie f'(x) = a cos x —bsin x = 0. Bez straty ogélnosci
mozemy zalozy¢, ze a # 0 i b # 0 (przypadek a = 0 lub b = 0 jest trywialny).
W zaleznosci od znakow liczb a i b rozwazamy cztery przypadki.

Jako pierwszy przypadek bedziemy rozwazac sytuacje, gdy a > 01 b > 0.
Zauwazmy, ze rOwnanie acosx—bsinx =0 jest rownowazne rownaniu

. 3 .
tgx = %, ktore ma dwa rozwiazania x, € [O, g) 0raz x, € [n, 3 n). Dalej mamy

b

Ja?+b?

CoOsX,; =

tgx —é=>sinx -2
E T TN T e
Stad f (x,) = /&> +b?.
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Podobnie otrzymujemy, ze f(x,) = —,/a*+b*. Ostatecznie otrzymujemy
max f(x) = max {b, /a®+b?, —Ja?+b?} = Ja+b?,

xe[0, 2n]

min f(x) = \/:1 +b2.

x€[0, 2n]

Analogicznie postgpujemy w pozostatych trzech przypadkach, otrzymujac
takie same wyniki koncowe.

Dowodzi to prawdziwosci rozwazanej nierOwnosci.

IT sposob: Zauwazmy, ze

a b

lacos x+bsin x| = \/a*+b? | ————— coS X + —=————sin x|.
» JVa*+b? a’+b?

Wezmy kat o taki, ze

) a b
sing = —————, cosa =

Wtedy otrzymamy

Ja*+b?|sinacos x+sinxcosa| = /a®+b? |sin (a+x)| < /a®+b?,

a to oznacza nasza nierownosc.

65. Rozwazmy funkcje

i
769 =loge+ 1) = 2EFD g0 et + ),
Inx
Mamy:
x4+ 1)1
P = xInx—(x+1)In(x+1) <0, gdy xe(l, + o)

x (x+1)(In x)?
Oznacza to, ze f jest $cisle malejaca na przedziale (1, + o), wiec

fxX)>f(y) dla 1<x<y.
Podstawiajac teraz x = 2, y = 3, otrzymujemy zadana nierdwnosé.

66. Wezmy funkcje f(x) = x°+ px+q. Zauwazmy, ze lilp f(x)= —o00
oraz lirP f(x) = + 00 oraz f'(x) = 5x*+p. Stad wida¢, ze dla istnienia trzech

pierwiastkow funkcji f konieczne jest, aby rownanie f'(x) = 0 mialo dwa rozne
rozwiazania, a to zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy p < 0. Rozwiazujac rownanie

f'(x) = 0, otrzymujemy x, = — 4/ _—Sp—, X, = 4 —TP Latwo pokazaé, ze w punk-

cie x, funkcja f osiaga maksimum lokalne, a w punkcie x, — minimum lokalne.
Zatem, aby f miala trzy pierwiastki musi by¢ f(x,) > 01 f(x,) < 0.
Stad otrzymujemy

—p _ 5q —p
- —_* 4 2
V35 "N s
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Poniewaz z dwu liczb 5g/6p i —5q/6p przynajmniej jedna jest nieujemna, zatem
podnoszac odpowiednia nierowno$¢ do czwartej potegi otrzymujemy, Ze nierow-
nos¢ 6*p® +5°¢* < 0 jest WKW na to, zeby funkcja f miala trzy pierwiastki.

67. Niech x, < x, < .. <X, < X4;; <.. <X, beda miejscami zerowymi
funkcji f w przedziale (a, b).

Poniewaz f'(x,) = f (xx+1) = 0dla k = 1,..,n—1, wigc na mocy twierdzenia
Rolle’a istnieje punkt xj € (x,, X+ 1) taki, ze f'(x;) = 0dla k = 1,..., n—1. Koniec
dowodu.

68. Rozwazmy funkcje f postaci

n

IR

S

(x=0,n>2).

fjest dodatnia oraz lim f(x) =0, f(0) = 0, zatem istnieje maksimum funkcji
x>+ o0

f dla x = x,e[0, + c0).
Przyréwnujac do zera pochodna funkcji f, mamy

nx" 14nx30 Y _2n—1)x3""2%

f) = TER=LEE =0.
Stad
Dalej

n—2 [ n \"
fmax(xo) = 2(7_152("_1) (n_2>

oraz f(1) = % Ale f(x,) > f(1), a wiec

n—2 1) n \" - 1
2(n—1) n—2 2

Stad, po przeksztalceniu, otrzymujemy zadana nierownosc.

69. Rozwazmy funkcje
1
f(x) = x*—3sinx+3xcosx, dla xe(O, 5n>
Wtedy

1
f'(x) =3x(x—sinx) >0 dla xe(O, 51:)

1 .
oraz f(0) = 0. Zatem f(x) > 0 dla xe(O, 51‘(), co daje nierowno$¢ po prawej

stronie. Nierowno$é po lewej stronie dowodzimy w analogiczny sposob.
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70. Zauwazmy, ze rozwazana nierOwnos$¢ jest rownowazna nierownosci+
. 1
x—sinx(cosx)” " <0 dla xe(O, 5“)'
Aby udowodni¢ te¢ nierownos¢ nalezy obliczy¢ f'(x) i f"(x), gdzie
f(x) = x—sinx(cosx)~ '/ (a > 1), a nastepnie zbadaé znak ' oraz f” dlaa = 3
oraz skorzystac z faktu, ze

: a : 3
(smx) > (smx) dla a <3 oraz xe(O, 1n>
X x 2

71. Wskazowka: Wystartowaé z rOwnosci

3
i(sinzx df(x)) =X sin x,

dx dx 3!
—x3/3!
gdzie f(x) = ngjnf——) jest funkcja rosnaca na przedziale (0, w).

/ 42 4\!
72. Rozwazmy funkcje f (a) = <f'_*-__2a_+) -a'. Wtedy z uwagi na fakt, ze

(a+./a*+4)>1dlaa>0it>2 mamy nastepujace oszacowanie

/ 42 t
f'(a)=ta’[<a+ 22 +4) i 2 _‘—11]2
Ja+
5 1t a+./a*+4\* 1 1
- 2a Jat+4 a
_ /3 2
=ta‘<‘a 2 +4> L > 0.
2a Jat+4

Ponadto f(0) = 1. Zatem prawdziwa jest rozwazana nierownosé.

N —

73. Zauwazmy, ze nierownos$¢ z naszego zadania wynika z nastepujacej
niero6wnosci
(@+x) <a**”,

prawdziwejdla a > e oraz x > 0. Istotnie, wystarczy podstawiéa = norazx = r.
Z drugiej strony, napisang wyzej nierowno$¢ udowadnia sie tatwo metodami
rachunku rézniczkowego, co pozostawiamy Czytelnikowi.

74. Rozwazana nierdwnos¢ jest rOwnowazna nastepujacej
nin(l1-x"—mln(l —x™)—(n—m)ln(1—x"*") > 0.

Zapiszmy t¢ ostatnig nierownos¢ jako

© .
(n_m)x(m+n)k+mxmk__nxnk
>0
k
k=1
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czyli

[e o]

1
EEA,‘>O,

k=1
gdzie oczywiscie A, = (n—m)x™*"* 4 mx™ —nx". Zauwazmy, ze jest ona
prawdziwa, jesli f(x) = (n—m)x" " +mx"—nx">0dla 0 <m<n (poniewaz
A, = f(x¥), co zachodzi wtedy, gdy

1—x" nx" 1

" mx" 1 m
dla 0 < m < n oraz x€(0, 1).

Ale ostatnia nierowno$¢ wynika z twierdzenia Cauchy’ego o wartoSci
sredniej, bowiem
1—x"  na"!

n
_ _ ——g" M > "M
1—x" ma™ ! m m ’

dlax<a<l1.

75. Wskazowka: Zauwazy¢, ze rozwazana w zadaniu nierownos¢ jest
rOwnowazna nierownosci

a(x**?2—x"—(a+1)(x*—x"% > 0.
p
76. Rozwazmy funkcje f(p) = (14 p): pT-», ktora pokrywa si¢ ze ,.$rod-
kiem” dowodzonej rownosci. Zauwazmy, ze Inf (p) = In(1+p)+ Tp_p In p, skad

po zroézniczkowaniu

o) 1

= 1 -
@ 1+p a—pF P15
1 1-p\ g
~1=py (‘“P+21+,,> T a—p”

) 1—-p .
dzie =Inp+2-——. Dalej mam
gdzie g (p) PHIT, ) y

1/1—p\?
‘P)=-{—=] >0,
90) p<1+p>

a wiec g (p) < g(1) = 0. Stad wynika, ze funkcja Inf (p), a w konsekwencji i f (p),
jest malejaca. Teraz wystarczy zauwazy¢, ze stad otrzymujemy

2 tim () </ < fim £() =1

e

dla pe(0, 1) i koniec dowodu.
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71. Z zalozen w zadaniu wynika, ze W(x) = a(x—x,)(x—x,)...(x—Xx;),

( )

gdzie a # 0. Oznaczmy W(x) = i=1,2,..,n Wtedy

Wix)#0 dlai=j
W) ={ 0 da iaéj'.
Dalej mamy
W'(x) = Wy(x)+ Wy(x)+ ... + W(x),
awiec Wix)=W(x,)dlai=1,2,.,n
Rozwazmy dalej wielomian F (x) okreslony nastepujaco
Py 0 W W
Wixy)  Wixy) W(x,)
Stopien tego wielomianu nie przekracza n— 1. Ponadto

N W)
FOI=) Wiy ' " Wiy

ji=1

—-1=0.

Stad wida¢, ze F ma co najmniej n réznych pierwiastkow. Poniewaz jest on
stopnia < n— 1, wigc stad wnioskujemy, ze F (x) jest wielomianem zerowym. Stad
oczywiscie wynika, ze wspotczynnik przy x"~! w wielomianie F (x) jest rowny O.
Z drugiej jednak strony wspolczynnik ten jest rowny

a N a - a
Wix) Wixy) 7 Wix,)
Koniec dowodu.

78. Zalozmy, ze W(x) nie jest wielomianem statym (dowod w przypadku,
gdy W(x) jest staly, jest trywialny). Wystarczy pokazaé, ze wszystkie minima
wielomianu u(x) sa nieujemne.

Niech wigc u osiaga minimum w punkcie x = x,. Wtedy u/(x,) = 0, wiec

u(xog) = Wixo)+W'xo) + W' (xo)+ ... = W(xo)+u'(xy) = W(x,) = 0.
co oznacza koniec dowodu.
79. Wskazowka: Podstawi¢ x = ye®.

81. Wskazowka: Wykorzysta¢ twierdzenie Lagrange’a o wartosci $red-
niej.
82. Wskazowka: Wystartowaé z nierobwnosci

Co(x) =12=cosx, xeR,
S,(x) = x = sinx, xeR.

Nastepnie dowodzi¢ kolejno (przy wzrastajacym wskazniku n) rozwazane
nieréwnosci, odwotujac si¢ do poprzednich.
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84. Mamy:
(e*f ()

= lim L,
e (@

g = lim (f'(x)+f(x) = lim e_j‘(x):e_f(x)

Stad, na mocy twierdzenia de 'Hospitala otrzymujemy

— 1im & (’“) = lim f (x).

X 00 e X0

85. Nieréwnos¢ z zadania jest rOwnowazna nierownosci

X n X ptx/2
(1+2) ce<(142)
n n

dla xeR, oraz nelN.

Zeby udowodni¢ powyzsza nierdéwno$¢ wystarczy pokazac, ze zachodzi
nieréwnos$¢ ogolniejsza

x\? x\P* 3
1+—> <e"<<1+—>
p p

dlax>0ip>0.

. . . S x\P o
Dalej zauwazmy, ze poniewaz lim <1 + —> = ¢, to dla udowodnienia
p—*+o©
. L . . . x\? .
nierownoéci po lewej stronie wystarczy wykazac, ze funkcja p - In{ 1+ — | jest
p

rosnaca dla p > 0.
Podobnie dowodzimy nierdwnosci po prawej stronie.

86. W przypadku, gdy a > 1 lub b > 1, nier6wnos¢ jest oczywista.

Zatozmy zatem, ze a, be(0,1). Oznaczmy przez k liczbg S. Bez straty
ogolnosci mozemy zalozy¢, ze ke(0, 1] (dlaczego?). Wtedy mamy

f(a) = (a* +ka® > A+ k4,

gdzie 1 = exp(—1/e) = min {a®:ae(0, 1)} oraz k* > k. Zauwazmy, ze funkcja
F (k) = A*+ k4 ma jedyne minimum w punkcie k, = 1 —e < 0 i jest rosnaca dla
k > k,. Ale F(0) = 1, wigc F (k) > F(0) = 1. Stad f(a) > 1.

87. Jezeli f ma n pierwiastkow w przedziale (a, +00), to f' ma n—1
pierwiastkow w tym przedziale (twierdzenie Rolle’a). Niech x, bedzie najwigk-
szym pierwiastkiem funkcji f. Wtedy f(x,) = 0 oraz liIP f(x) =0, zatem f ma

w przedziale (x,, + 00) co najmniej jedno ekstremum w jakim$ punkcie x;,. Wtedy
oczywiscie f'(x,) = 0.
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88. Wezmy funkcje f(x) =sin(tgx)—x. Zauwazmy, ze f(0) =0 oraz
Jx) =

cos(tgx)—1. Dalej mamy, ze f'(x) = 0<>cos(tg x) = cos?x, dla
cos?x

X€e [0, Z] Aby udowodni¢ ostatnia nierowno$¢ powolajmy si¢ na nierd6wnosé

x2
cosx = 1—?, xeR

(por. zad. 82). Stad

t 2
cos(tgx) = 1— %

. 1 T
Zatem, wystarczy teraz wykazaé, ze 1— 3 tg?x > cos?x dla xe [0, Z] lub
rownowaznie (po przeksztalceniach), ze 2 cos*x — 3 cos?x + 1 < 0. Nierownosé ta

1
wynika stad, ze jezeli podstawimy ¢ = cos?x, to 2t>—3t+1 < 0 dla te[i, 1]

1
(bo dla xe [O, g] mamy t = coste[z, 1])

89. Niech f(x) = tg(sinx)—x dla xe[O, g] Wtedy f(0) = 0 oraz f'(x) =
COS X
" cos(sinx) 1. Mamy

f'(x) = 0<>cos x > cos?(sin x)
dla xe [O, g:l Poniewaz jednak

1 2si
cos?(sin x) = - 0s2sinx)
2
wiec
f'(x) = 0<1+cos(2sinx) < 2cos x, xe[O, g]

2 4
. ., , . X X
Skorzystajmy teraz z nierownosci cosx < 1—— + — dla xeR. Stad

2 24
mamy

. . 2.
cos(2sinx) < 1—2sin%x +§ sin“x,

sy e . T
zatem, aby udowodni¢ nieréwnos$¢ 1+ cos(2sin x) < 2 cos x <xe [0, 5]) wy-
starczy pokazac, ze

2—2sin’x+ %sin“x < 2cos X, xe[O, g]
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Nierownos$¢ powyzsza jest rOwnowazna nastgpujacej
cos*x+cos’x—3cosx+1 <0,

a ta z kolei, jest rownowazna nierownosci
42 -3t+1<0

(po podstawieniu t = cos x).
Zauwazmy dalej, ze

2 =3t+ 1l = (=) +2+2t—1).
Ponadto t—1 < 0, wiec

2 —3t+1 <03 4+24+2t—120

1
dla [6[5’ 1:|.

Pozostawiamy Czytelnikowi dowod tej ostatniej nierownosci.

1
Wskazowka: Rozpatrzy¢ funkcje g(t) = t>+t2+2t—1 na przedziale [5, 1]
i wykorzysta¢ metody rachunku rézniczkowego.
90. Wskazowka: Dla dowolnego wielomianu f(x) rozwazy¢ wielomiany

H ,(x) oraz H,(x) okreslone nastgpujaco:

x

H,(9 = | (07O +/ 0+ 1} de+50),
d
Hy(x) = % (O —f(0)+1) de.

v

0

Pokaza¢, ze H'(x) > 0, H,(x) > 0 oraz f(x) = H (x)— H,(x).
91. Gdyby liczba a byla pierwiastkiem wielokrotnym wielomianu W,(x), to
X"~ 1
e W, - 1(x).
Stad W (a) = W,_,(a) =0, co implikuje, ze % = W(a)—W,_,(a} = 0. Zatem

bylaby tez pierwiastkiem wielomianu W(x) = 1+% + ..+

mielibySmy a = 0. Jednakze W,(0) =1 # 0 i sprzecznosc.

92. Ustalmy dowolne & > 0. Z zalozenia istnieje n, = ny(e) € N takie, ze dla
n > n, zachodzi g—¢ < a, < g +¢. Stad otrzymujemy
no a

Q©
x" x" x"
e—xz—'_+(g_8) z j‘se_xza”-_'g
n! n! n!

n=0 n=no+1 n=0
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no @

x" x"
< e"‘Zan—nT + (g+e)e™™

n!
n=0 n=no+1

dla x > 0.
Nastepnie, wykorzystujac twierdzenie de 'Hospitala, mozna pokazaé, ze

no a0

. _ x" . _ x"
lim e™™ ) a,—=0, lim e~ — =1
x= + n! x= + @ n!

n=0 n=no+1

Zatem twierdzenie o trzech funkcjach (bedace odpowiednikiem twierdzenia
o trzech ciagach) daje zadana rownos¢.

93. Wskazowka: Skorzysta¢ z zad. 109.
94. Okreslmy funkcje H w nastgpujacy sposob:
a+}gmd1 *
Hx)= | fdt—[f(n)g@)dr.
Wtedy H(a) = 0, a ponadto

fg)dt < [dt = x—a.
Stad a+ [g(1)dr < x i dalej

fla+[g(e)dt) = j(x).
Korzystajac z powyzszej nierdOwnosci, otrzymujemy
H'(x) =f(a+[g(t)dt) —f(x)g(x) > 0, xe[a, b].

Zatem funkcja H przyjmuje ekstrema na koncach przedziatu [a, b], skad juz
latwo otrzymujemy nasza nieréwnosé.

95. Oznaczmy f(x) = (x+ 1)cos ——_T:_—l — X COS E. Wykorzystujac rozwinie-
X x

cie funkcji cosinus w szereg Maclaurina, mozemy napisaé

B = et TCZk 1 3 1
f(x)“l'{"Z( 1) (2k)!l:x2k-—l (x+1)2k—1]'
k=1

Aby wykaza¢ nasza nierdowno$¢ wystarczy pokazaé, ze
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i 1
z( (2k)'[ (x+1)2"_1] >0

dla x > /3.

W tym celu zauwazmy, ze powyzszy szereg jest szeregiem naprzemiennym
dla x > 0. Zatem, aby wykazac¢ wyzej napisana nieroOwno$¢ wystarczy pokazac,
7e

1 1 1 1
Xx2k—1 - (x+])2k—1 > x2k+1 - (x+1)2k+1

dla x = \/5 ik=1,2,.., lub rownowaznie wystarczy dowies¢, ze funkcja
1 1
Jdx) = kT T 2k

jest malejaca na przedziale [\/3:, + ), dla k=1, 2,.. Dowdd tego faktu
pozostawiamy Czytelnikowi jako proste ¢wiczenie.

Uwaga. W powyzszym dowodzie wykorzystujemy znane twierdzenie Leibniza
dotyczace szeregOw naprzemiennych.

96. Wezmy funkcje f,(x) = 5% Wtedy

sinzxf;,(x) = 8%, 1(x)sin x—S,,_{(x) cos x.

Poniewaz S5, (x) = —S,,_3(x), wigc

(Sln xfn(x)) (Sln l )—SZn-3(x)) sin x = ((— l)nl)t

x2"1.5in x.

Dla x€(0, m) i dla n parzystych mamy
(sin®x f(x)) <O,
skad sin’x f(x) < sin?0 f”(0) = 0. Stad wnioskujemy, Ze f,(x) < 0, a wiec f, jest

funkcja malejaca na przedziale (0, n). Zatem

Son- 1(Xz) San-1(xy)
sin x, sin x,

(%)

dla x, < x, oraz x,, x,€(0, \/g) < (0, n).
Teraz, korzystajac z faktu, ze

x411k+ 1 xé}k+3

@kt 1)~ (@k+3)!

wnosimy, ze S,,_(x)>0, n=1, 2,.., xe(0, \/g). Zatem, z nierOwnosci (x)
mamy
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San-1(x;) _ sinx,
San-1(xy)  sinx,

Dowdd drugiej nieréwnosci (analogiczny) pozostawiamy Czytelnikowi.

97. Wskazowka: Pokazac, ze funkcja f(x) = x—(x+1)In(x+ 1) przyj-
muje na przedziale (0, + co) ujemne wartosci.

98. Wskazowka: Wyznaczy¢ ekstrema funkcjif (x) = (x —a) (x —b) (x —c¢).
100. Z zatozen przyjetych w zadaniu wynika, ze

h(ax)—h(a-0) _ bh(x)—bh(0)
ax N ax ’

b .
Stad, przy x — 0, otrzymujemy h'(0) = P K'(0), a wigc a = b. Zatem h(ax) = ah(x).
Z ostatniego zwiazku, przez prosta indukcje otrzymujemy

h(a"x) = a"h(x),n =1, 2,...
oraz
h(a™"x)=a "h(x),n=1,2,..
Zaktadajac wigc (bez straty ogolnosci), ze |a| < 1, otrzymujemy, ze a"x — 0
przy n — co. Dalej mamy
h(a"x)—h(0 h(a" h
H(©) = lim MEN=RO) B hK)

n—oo a’x n>o  a'x X

b

poniewaz, jak tatwo zauwazy¢, h(0) = 0. Stad
h(x) = h(0)x = cx,
gdzie ¢ = K'(0).

101. Wskazdoéwka: Zastosowaé metode indukcji matematycznej wzgle-
dem k.

102. Niech S bedzie dowolnym stozkiem wpisanym w kulg B, a K kula
wpisana w stozek S. Wezmy przekroj osiowy stozka S przedstawiony na rys. 21.




ODPOWIEDZI 323

Niech O bedzie srodkiem kuli B, a Q srodkiem kuli K. Oczywiscie O jest
srodkiem kota opisanego na trojkacie ACD oraz Q jest srodkiem kota wpisanego
w ten trojkat. Przy oznaczeniach z rys. 21 niech R = A0. Wtedy objetos¢ stozka
S wyraza si¢ zaleznoscia

8
Vs = = nR3sin?a cos*a
lub
8 n22 2\2
VszgnR a*(1—a*)?,
jezeli przyjmiemy a = sin .
Podobnie, objetosc kuli K wyraza si¢ nastepujaco
32
Vi = 3 nR3a*(1 —a)d.
Stad
8
V=V(a) = Vs+Vy= 3 nR3a*(1 —a)*(1 + 6a—3a?).
Dla wyznaczenia maksymalnej objetosci Vg wyznaczamy maksimum funkcji
f(a) = a(1—a?) dla ae(0, 1). Mamy
1 2
fmax:f<—_> ==
J3/) 33
Podobnie, kula K ma maksymalna objetos¢, gdy funkcja g(a) = a(l—a)

przyjmuje wartos¢ maksymalna na przedziale (0, 1).
Stad

B 1 1
gmax_g 2 _4

Dalej mamy

1 8 4
V<$> = —3—nR3-§(2\/:’;—3),

1 1
Stad V(f> > V<§>, co oznacza, ze suma S, i K, jest wigksza niz suma

S, iK,.

103. Niech {1, 2, 3,...,n} = A, U B, gdzie A, = {iy, iy, iz} 1 By = {ix+1,
i+ 25, I}, bedzie rozktadem zbioru {1, 2, .., n} na sumg zbioru k-elementowego
oraz n— k-elementowego.
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Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze proby o numerach
iys iy, Iy daty pozytywny wynik, a pozostale negatywny, wynosi
Piy Dy Pi (1 =py ) (1 =Dy ).
Zatem

= ZP;’I 'Piz'u-'Pik'(l_Pik+,)---(1 —pi)s
Ak

gdzie sumowanie rozciaga si¢ na wszystkie podzbiory k-elementowe A, zbioru

{1,2,.., n}.

Rozpatrzmy dalej wielomian
W(x) = (p; x +(1=p,)) (P X+ (1 =p,)) . (P, x +(1 = p,)).
Z wyzej uzyskanych zalezno$ci mamy
W(x)=r,x"+r,- (X" '+ .. +r, x+r,.

Dalej

Ve p: W(x)
W(x)_ZpH(l—p)

i=1

Poniewaz W(1) = 1, wigc W'(1) = ). p;. Z drugiej strony

i=1
W(x)=nr,x" ' +(n—1)r,_ x" 2+ .. +2r,x+r,,

a wigc rowniez

wiy=Y kr,.
k=1
Ostatecznie
Z pl = z krk
i=1 k=0
b
104. Niech f(x) = ax>+bx+c. Wtedy [(0)=c, f -) —Z- S+

f)y=a+b+c. Ale f(0)=b= 4(?—1 +? +c>—(a+b+c)—3c - 4f<%>—

2
—f (1)=31(0).
Jezeli | f(x)] < 1dla xe[0, 1], to
SO <1f0)< 4|f(%>‘+|f(1)l+3 SO <8

Zatem A4 < 8.
Zauwazmy dalej, ze trojmian f(x) = —8x*+8x—1 spelnia warunek
| f(x)] < 1dla xe[0, 1]. Ale f'(0) = 8. Ostatecznie otrzymujemy A = §.
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105. A = 18.
Wskazowka: Pokazaé, ze jezeli f(x) = ax®*+bx*+cx+d, to f'(0)=f(1)—
8 .[3 1y 19
—3 f (Z) +8f <Z>_? f(0). Wywnioskowac stad, ze f'(0) < 4 < 18. Dla poka-
zania, ze A = 18 rozpatrze¢ wielomian f(x) = 4(2x—1)>*—3(2x—1).

106. Wezmy wielomian f(x) = (x—a,)(x—a,)..(x—a,). Wtedy f'(a,) =
= lim M = (a, —a,)(a, —a;)-.."(a; —a,). Analogicznie
x—ay X—a,
fa) = (a;—a)(a;—ay) ...(a;— ai-1) (a;— ai+ 1) .. (a;— a,),
dlai =2, 3,..,n Stad wynika, Ze niero6wno$¢ z naszego zadania ma postac
Sfa)+f"(ay)+ ..+f'(a,) = 0.

Poszukiwaé bedziemy teraz takiego wielomianu f(x), zeby wszystkie sktadniki
po lewej stronie powyzszej nierOwnosci, oprocz jednego, byly rowne zeru.

Zalézmy, ze n=4 lub n>6 oraz a,=a; =a, lub odpowiednio
as = ag = ... =a, Wtedy

fay) =f"a3y) =..=f"(a,) =0.
Zatem nasza nierOwnos¢ ma postac
f'ay) = 0.
Stad
(a;—ay)*(a,—as)""* > 0.

Zauwazmy, ze mozna dobrac liczby a,, a, oraz as tak, zeby nie zachodzila
ostatnia nierownos$¢, np. a, < a, oraz a, > as. Koniec dowodu.

107. Wskazowka: Zastosowa¢ metode indukcji wzglgdem n.
109. Ustalmy h > 0. Wtedy, korzystajac z twierdzenia Taylora, wnios-

kujemy, ze istnieje £ e(x, x + 2h) takie, ze

1
S0 = 5[ (420 —f ()] = hf ().

M M
Stad  f'(x) < hM,+ TO co daje 0<hM,+ —hﬂ —M,. Zatem 0<

< M, h*—M, h+ M,. Z kolei aby zachodzita ta nierowno$¢ musi by¢ spetniony
warunek M?—4M, M, < 0. Koniec dowodu.

110. Wystartujemy od nastgpujacej tozsamosci

xl
e"—<1+x+5>—— 1 X 2

X




326 IX. ZASTOSOWANIA RACHUNKU ROZNICZKOWEGO

dla xeR\ {0}. Po dwukrotnym rézniczkowaniu otrzymujemy

e(12—6x+x?)—(12+6x+x%) 1 - 60 x_"+
")t dntsn )

X3 60

Dalej, korzystajac z tego, ze

60 .|x|”<|x|” nel
(n+3)(n+4)(n+5 n! ~ n!’ ’

otrzymujemy

le¥(12 —6x +x2) — (124 6x + x2)| <

| I
L] I B S DL WE
60|x|< thtat > 60X’

111. Wezmy funkcje f 1 g okreSlone w nastepujacy sposob:

fx)=x+n—DInx+n—1)—xInx—In[(x+1)(x+2)..(x+n—1)],
gx)=x+nn(x+n)—(x+Dln(x+1)—In[(x+1)(x+2)..(x+n—1)].
Wtedy

X)) = :22[1n(x+k+ )—In(x+k)— x_le_kj'

n—1 l
g'(x) = k§1 [ln(x#—k-i—l)—ln(x-kk)— m]

Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej znajdziemy 0 = 0 (k) (0, 1) takie,
7€

Stad wynika, ze f'(x) > 01 ¢'(x) < 0 dla x > 0. Pozwala to wywnioskowac¢, ze
f(x)< lim f(x)=n—1
x>+ o
oraz

g(x)> lim g(x)=n—1.
x>+ 0

Zatem

Jx)<n—1<g(x)

dla x€(0, 4+ o) i koniec dowodu.



Rozpziar X

ZASTOSOWANIA RACHUNKU
ROZNICZKOWEGO FUNKCJI
WIELU ZMIENNYCH

1. Przyrownujac do zera pierwsze pochodne czastkowe funkgji f, otrzymu-
jemy uktad rownan

fo=—3x*+6xy =0,
f,=3x*—4y’ =0.

Rozwiazujac ten uktad stwierdzamy, ze punktami krytycznymi (podejrzanymi
o realizacje ekstremum) funkcji f sa punkty A4(0,0) i B(6, 3).

Zauwazmy dalej, ze f,, = —6x+6y, [, =f,.=6x, f,= —12y%. Wezmy
wyznacznik

W(X > y) =

S, ), [y, y)}
Lo, 9, £, 9)|

Wtedy W(B) = W(6, 3) = 648 > O orazf, (6, 3) = — 18 < 0, zatem w punkcie B
f osiaga maksimum lokalne.

Dalej mamy, ze W(A4) = W(0, 0) = 0. Nie rozstrzyga to tego, czy w punkcie
A jest ekstremum. Zauwazmy jednak, ze jezeli x < 01y = 0, to wtedy f(x, y) =
=—-x>>0,a gdy x=0, y#0, to f(x,y)= —y* <0. Zatem w kazdym
otoczeniu punktu A funkcja f przyjmuje zaroOwno wartosci mniejsze, jak
i wigksze od f(A) = 0. Oznacza to, ze f nie ma ekstremum w punkcie A.

2. Ekstremow lokalnych brak. 3. fin(0, 0) = 0.
4. Nie ma ekstremow. 5. frain(—2, —1) = =2.

4 4 —64
ool 55 5 | = = S, = 1) = —6.
6 fmm<3’ 3) 27 7 fmln( > ) 6

2 4 -4

. Ekstremow brak. e Soinl =0 — 2 | =——e7 2
8 stremoOw bra 9 fmm<3, 3> 3 ¢
10. f,..,(0, 0) = 0.

11. fmin(o’ 0) = O> fmax(o’ 1) =fmax(09 - 1) =
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12 f,(—1/3/10, 2/,/10) = —/5/(2€), fonar(1/4/10, 2/3/10) = /5/(2e).

13. frinll/n/2€, 1/5/2€) = frin = 1/3/2¢, —1/3/2¢) = = 1/(20).
Sonl1/8/26, =1/3/2€) = fro(—1/3/2¢, 1/3/2¢) = 1/(20).

14. f .1, 1) = 3.

ab SRR b
15. fmax(c c> Ja@+b P +c?, gdy e >0 orazfmm<c Z) =

=—Ja*+b*+c?, gdy ¢ < 0. Gdy ¢ = 0, to ekstremow brak.

16. /.0, 0) = 1. 17. f,.(1,2)=7—10In2.
18' fmax =z 3 \/‘
36
19. fmm o _2_73 = ‘é_\/—_“ fmax 3_\/E
373 3’ 3 8
20. Punkty krytyczne funkcji f maja wspotrzedne:
T T
=—(—1 m+ 1 e
x = (0" mtn) 5,

y=ﬁ( ™t 4 (m— n) ,m, neZ.

Funkcja f osiaga maksimum dla m nieparzystego i n parzystego oraz minimum
dla m parzystego i n nieparzystego. f nie osiaga ekstremow, gdy m i n sa
jednakowej parzystosci.

21. f osiaga maksimum na prostych x—y = 2nn, nelN oraz minimum na
prostych x—y = 2n+1)n, nelN, o ile ab > 0. Gdy ab < 0, to jest na odwrot.

22‘ fmax(a’ a) = 2(1 9fmin(1’ 0) =fmin(0’ 1) = -1
23. 1°a > b. Wtedy f. (1, 0) = . (—1, 0) = ae" .
2° a < b. Wtedy £, (0, 1) = f.. (0, —1) = be ™ ".

3° a =b. Wtedy f,.(x, y) =ae" !, oile x> +y? = 1.
2. |

n w3
max 6’6 _2

1 1
25. f osiaga minimum lokalne w punkcie (§ 7 §>,

[\8)

11 17
1, —1,3) = —11. ~ = S
26 fmm( ’3) n<2’ 29 ) 4
1 9 111
28. 7.1, -2, =)= —2. ) g R ——
8 f“""(l’ % 2) 2 29 Jour\ 32 37 4) 256
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111 1
30. fmin(Z’ Z, Z) = ‘—'8‘

31, f(1/2/3), 1/2/3), 1/4/3) = /3/e,
Juin1/2/3), —1/(2ﬁ), 1/3) = —/3e.

15
32. fmm< 15/16a"b, — ‘\/16 4p, - ‘\S/asb7/4> = a’ 1%,

>

b c
+ ’““<\/2(a 24b24cY) S22+ b7+ ) /20 +b2+c2)>
= —e V2 JaP+ b+
f

N A

T T
N2’ 2

35. V., 36. Trojkat rownoboczny.

n

L
1 .
37 x =— E m;x;, y = Emiy,-, gdzie m = Emi_
m

= i=1

b
38V, = % 39. P = 2R%sina.
40. V= a’.
2 2 2
41. Elipsoida ta ma rowname x ZZ +— Z = =3

42. Trojkat rownoramienny.

43. Zastosujemy metode mnoznika nieoznaczonego Lagrange’a. Wprowa-
dzamy zatem funkcje

F(x, y, z, t) = xyzt + Ax + Ay + Az + At.
Stad
F.=yzt+4=0, F,=xzt+4=0,
F,=xyt+4A=0, F,=xyz+4A=0.
Po uwzglednieniu warunku x+y +z+1t = ¢ otrzymujemy, ze zbior L rozwiazan

tego uktadu sktada si¢ z punktu <c oraz z punktow, ktore otrzymujemy

448 4
po dokonaniu permutacji wspotrzednych punktu (0,0, a,c—a), gdzie a jest do-



330 X. ZASTOSOWANIA RACHUNKU ROZNICZKOWEGO

wolnie ustalong liczba z przedziatu [0, ¢]. Poniewaz zbior S jest zwarty, wiec

L c ¢ c ct
maxf maxf f<4 e 4>=§—5—6.

44. Sa dwa takie punkty: 4(2, 0, —1), B(—2, 0, —1).

Wskazowka: Zastosowa¢ metode mnoznika nieoznaczonego Lagrange’a.

45. ) frin(ay/2, 0/2) = 20/2, frn(—a/2, —a/2) = —2a./2,

b) ekstremow brak,

11 1 1 "
. . 5 ey = d i A= i_z)
©) f"""(alA a, A a,,A) 4> gddie A= 2 a

i=1

d) wartosci ekstremalne f sa pierwiastkami rownania

12 m? n?

JE I By
€) fiax %, >=—,
/. < /3_1 s %E):gpz.’ gdzie o = /o, B, + .. + /%, B
a
n

a
g) fmm<;

an, ao,  aou, a\*
h) fmax( ’ o ERLE) o = & .alal 'azaz'...'ana",
gdzie a = o, + o, + ... +a,.

.:0,

1 -1
46. 2) [ (x, y) = 1+'”x+”J’+—(2,—)x +mnxy + (nz, )y2+...,

gdzie |x| <1 oraz |y| < 1,

1m+n—1 —1\)
by f(x, ) = Z COT A= DY il 4yl < 1,

m!n!

Z

xmy2n+ 1

i A
miens 1 42 6 VER,

nm=0

) f(x, )= (=

2n
d) f(x, y)= z (=1 '(le T dla x, yeR,

nm=0



ODPOWIEDZI 331

(X _I_y2)2n+1 ]
e) f(x,y) = Z( il dla x, yeR,

f) f(x, y) = 2 (—1ym X2 dla < 1yl < 1.
. mn
1

F
47. Z rownosci 1+xy=k(x—y) mamy )y = — ?", gdzie F(x, y) =
y
k . .
=14+xy—k(x—y), a wigc y = — % Stad, po uwzglednieniu, ze
X

k= Xy otrzymujemy
X=y

2
o 1ry
1+x%

a to oznacza zachodzenie zadanej roOwnosci.

! x+y 1 2a2
49. a) y =- s, Y = T3>
x—y (x—)
. oxty o, 2 +y?)
b) - ) = 3 ]
x—y (x—y)
) 1 . gsiny
c =, =
y 1—¢ccosy Y (1—ecos y)?
! y "
dy==, y'=0.
X
2 2
Xz y y*z
50. a) Zx = , Z,= — s Zyx = T T3 g
xz __y2 y xz _y2 (xz __y2)2

gdzie z = f (x, ).

51. a) Brak punktow ekstremalnych,

b) z,,.,=/0,0) =232,

O 2o = f(=3— /6, —3—/6) = —4-2./6,
Zon=S(/6—3, /6-3) =2./6—4,

d) 2, =/10,0 =a, z,, =10, 0) =

52. Mamy:

0 0

a—l; = £0050+ a—ZSinO,
ov ou ou

20 grsm0+ arcosO
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Podobnie
g;f— —;iz cos?0+2 aizg; sin 0 cos 0 + —a% sin? 0,
% = %rzsin20—2 6x28y r*sin 0 cos 0 + %r cos?0 — 2—Zrc080+
+ % rsin0.

Dzielac obie strony ostatniej rownosci przez r? i dodajac ja stronami do
rownosci, ktora ja poprzedza, otrzymujemy

o + L o = ou + ou Ou — cos 0+ Ou sin@ |,
orr T r2 002 ox® | 9y? 4 ox dy

stad juz tatwo otrzymujemy zadana réwnosc.

55. Potraktujmy z = z(t, u), v = v (¢, u), a nastepnie zrozniczkujemy row-

t
nos¢ z = ; wzgledem t oraz u. Mamy
v
ov
11—t —

0z + 0z 1 _ ot
ox Ay (1+ut)>  (1+w)?’
oz —t* > v
dy (1+tm)? (1+w)? ou

Stad, po przeksztalceniach, otrzymujemy

oz 1 |— v év_
ox  (1+1w)? ot ou)
0z (1+tu)2 ov

ay (14 tw)? £

Teraz, mnozac pierwsza z ostatnich dwoch réwnoéci przez x?, druga przez y?,

a nastgpnie dodajac je stronami, po odpowiednich przeksztalceniach, otrzyma-
m ov =0
Ya =

d 2
y—3d—+2d—y—b —0, b) Y tn2y =0,

56. a) a3 dt? dt

) u'+ [q (x)— ~P2(x)— P'(x)]u
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d*u d

u
d) W+(u+3) i +2u =0,
A dr
Y f =
e) u' —u (—b)? 0, ) do r
0z 0z oz 1
La) L% by -
ST ) ou ov’ ) o z’
0z z z*+4u du
C)%—;Zz__u, d)B‘E—O,
302z 0Oz 0%z 0%
% _o ) YA
© Fude o Vo2 T o =
0%z 0%z 0%z 0%z -
ve v _ ve Y2 uy; — ()
g) Ewe + 2 0, h) Fe: + P +m?e*’z ,
N JE_ u o
oudv  2u v’ P T w4 ou’

0%z 1 0z 0z
k (v Z _uE ) =o.
)6uav+u2——vz<06u u@v) 0

60. Wskazowka: Skorzystac z twierdzenia o wartosci sredniej dla funkcji
wielu zmiennych.

61. Wskazowka: Skorzysta¢ z zad. 60.
62. Wskazowka: Skorzystac z zad. 60.

63. Wskazowka: Wyznaczy¢ ekstremum warunkowe funkcji

1 1 1
S Xgpes X)) = — + — + o + —

Xy X3 n

pod warunkiem x,'x,"..."x, = a oraz x; >0, x, > 0,..,x, > 0.

66. nR2tg .
n

67. Wskazowka: Obliczy¢ det U, a nastgpnie wyznaczyC ekstremum
warunkowe.

68. Wskazowka: Wyznaczy¢ kolejno ekstrema warunkowe nastgpuja-
cych funkgji:

1° f (%), Xpsus X)) = D, XX
1<i<js<n

dla x, >0,..,x, >0 oraz x; +x, + .. +x, = na,
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2° f(Xy,%5,,X,) = Y XXX

1<i<j<k<n

dla x;, >0,x,>0,..,x, >0 oraz x, + ... +x, = na,

(M—=1)° f(x1, X550, X,) = X1 X5 X,

dla x; >0,..x, >0 oraz x, + ... +x, = na.

. | 1
69. Wezmy funkcje F(x,y) = y+ Esmy—x. Wtedy F, =1+ Ecosy >0,

co oznacza, ze F jest rosngca wzglegdem y przy dowolnie ustalonym x. Ponadto,
dla ustalonego x przy dostatecznie duzym |y| mamy F (x,y) < 0 dla y < 0 oraz
F(x,y) > 0dlay > 0. Z ciaglosci F (x, y) wnioskujemy wiec, ze dla kazdego x e R
istnieje doktadnie jedno y takie, ze F (x, y) = 0, co oznacza, ze dla kazdego x e R

roOwnanie y + 5 sin y —x = O ma dokladnie jedno rozwiazanie y. Zatem rOwnanie

to wyznacza jednoznacznie funkcje uwiklana y = f (x), xeR. Stad

1
R e
1+ 3 cos f'(x)
F7(00) = sin f(x)
3
2(1 + %cosf(x))

1
Dalej, po podstawieniu y = tdo rownania y + 2 sin y—x = 0, otrzymujemy
Sf(m)=m. Stad f'(m) = 2, f"(n) = 0.

70. Niech F(x, y, z) = 2> —xyz+y*—16 oraz A(l, 4, 2). Wtedy F (4) =0,
F(A) = 8 # 0,a zatem (uwzgledniajac jeszcze, ze F, = 3z> — xy jest ciagla w A) sa
spetnione zalozenia twierdzenia o funkcji uwikianej. Stad wynika, ze rOwnanie
F(x, y, z) = 0 okres$la jednoznacznie w pewnym otoczeniu punktu 4 funkcje
uwiklang z = f(x, y) taka, ze f(1, 4) = 2. Funkcja ta jest dwukrotnie réznicz-
kowalna w punkcie (1, 4) oraz

0z FJUx p,2) _ Wy

0x F (% 9, 2) .= gy 3f2(x, y)—xy
Dalej

’z 2xy-f(x, y)

ot I Ak -
0z(1,4)
ox

L P2e 1

Stad juz tatwo znajdujemy, ze >
O0x 2




ODPOWIEDZI 335

1 1
M XQ= -2y =y

72. W roéwnaniu F (x, y, z) = 0 podstawmy z = f (x, y). Dalej mamy
2xdx+2ydy+2zdz—2dx—2dy—4dz = 0.
Stad, dla z # 2, otrzymujemy

x—1 y+1
dz = —) dx + =

dy.

Z warunku koniecznego dla ekstremum mamy, ze dz = 0, wigc

=0
z—2
y+1
z—2

lub réownowaznie
x—1=0

{y+ 1=0.

Stad otrzymujemy x=1, y= —1, co po podstawieniu do roOwnania
F(x, y, z) = 0 daje, ze z2—4z—12 = 0. W konsekwencji z; = 2 lub z, = 6.

Oznaczmy A (1, —1, 2), B(1, —1, 6). Wtedy F(4) = —8 #0, F(B) =8 #0,
dlatego tez w otoczeniu punktow A i B sa spelnione zalozenia twierdzenia
o funkcji uwiklane;j.

Poniewaz funkcja F (x, y, z) jest dwukrotnie rozniczkowalna, wigc w pew-
nym otoczeniu punktow A i B istnieja dwukrotnie rozniczkowalne funkcje
uwiklane z = fi(x, y) (i = 1, 2). Ponadto, fi(1, —1) = =2, f)(1, —=1) = 6. Punkt
(1, — 1) jest wiec punktem podejrzanym o realizacj¢ ekstremum dla funkcji f 1 f5.

Aby zbadaé warunki dostateczne realizacji ekstremum musimy obliczy¢
rozniczki drugiego rzedu dla tych funkcji. Mamy

(dx)? +(dy)? + zd?z + (dz)* —2d%z = 0,
skad

_ (dx)? +(dy)* +(dz)*

dz
z 2—z

Teraz, korzystajac z faktu, ze dz |(1,_ 1) = 0, otrzymujemy

1
d’f |(1.—1) =3 [(dx)> +(dy)],

1
I, -0 = — 3 [(dx)> +(dy)*].
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Stad wynika, ze d*f, |(1, ~1 jest forma kwadratowa okreslona dodatnio,
ad¥, |(1, -1y jest forma okreslona ujemnie. Oznacza to, ze funkcja z = f;(x, y) ma
w punkcie (1, — 1) minimum lokalne, a funkcja z = f,(x, y) ma w punkcie (1, —1)
lokalne maksimum.

73. a) dz = dx—dy, d*z =0,
4
b) dz Yt (ydx+zdy), d*z xy—2)°

(ydx—xdy)>.

1 3
74. ) Z0) = y(0) = — 5, 70) = —y'0) = —,

b) 2(0) = ¥(0) = 1, 0) = 0, y"(0) = 1.
x4y P (14w} 0P

6. — —.
76. w x3  ou? t ou?

Gl
0?2

%0 82w+62w+82w_6w+6_w+0w+[w . aw\2+
"o T Torr T T T T 66)

() (@)

81. (a, 0, 0), jezelia > b > ¢ > 0.

78. =0.

82. Wezmy funkcje f(x, y) = (y —x?) (v — 3x?). Funkcja ta nie ma minimum
w punkcie (0, 0), poniewaz f(0, b) = b*> >0 oraz f(a, 2a%) = —a* <0 dla
dowolnych niezerowych a i b.

Biorac teraz zaciesnienie funkcji f do osi Ox mamy

g(x) =f(xa 0) = _3x4,

zatem ¢,,;,(0) = 0. Natomiast funkcja h(y) = (0, y) = y* (zacie$nienie funkcji f
do osi Oy) ma minimum w punkcie 0 oraz g_, (0) = 0.

W koncu, wezmy zacie$nienie funkcji f do prostej y = mx, gdzie
0<|m < o0:

k(x) = f(x, mx) = m*x* —4mx> — 3x*.
Funkcja k ma minimum lokalne w punkcie x = 0.
83. Wskazowka: Porownaj rozwigzanie zad. 82.
84. Czytelnik sprawdzi, czy funcja
e {y_ e dla y >0
0 dla y =0,

spetnia warunki z naszego zadania dla a =0, b = 1.
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85. Z warunku koniecznego dla istnienia ekstremum funkcji f otrzymujemy
uklad rownan
ax,—xi=0
Xy X3—x3 =0
X,y X,—Xa_1 =0
X,_ b—x2=0.

Stad wynika, ze liczby x,, x,,..., x, spetniaja uktad

(Xy X
a  x,
X, X3
X1 B X2
q:
Xn—1 — xn
Xn—2 Xn—1
x, b
UXn—1 xn.

Przyjmujac 1 g, uklad ten sprowadzamy do postaci:
a

X, =qa
?Cz =X14
';Cn = qxn—l
b = gx,

Stad ¢"*'a = b, a wiec q = "*Yb/a.
W konsekwencji otrzymujemy:
xl — "*”ba”,
X, = n+1/b2an—1,

Xp_1 = n+1/bn—1aZ,
x,=""1/b"a.

Zatem dla M (x,, x,, ..., X,) otrzymujemy

1
CRNDY
Nietrudno tez pokaza¢, ze dla P(y,, y,,-.,y,) takiego, ze y;e(a, b) dla
i=1,2,.. noraz P # M, zachodzi

f(P) <f(M).

fM) =
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86. Jezeli wielokat jest wpisany w kolo o promieniu R, to jego pole wyraza
si¢ wzorem

1 . . . .
P= 3 R*(sin x, +sin x, + ... +sinx,+sinx,, ;),

gdzie x,, x,, .., X, ; sa katami srodkowymi, na ktorych s3 oparte bokin + 1-kata.
Oczywiscie x; +Xx,+ .. +X,,, = 2n. Stad otrzymujemy, ze pole n+ 1-kata
mozna wyrazi¢ wzorem

1 . . . .
P = P(x,, Xy,.., X,) = = R*[sinx, +sin x, + ... +sin x,+sin(x; +... + x,)],
1 2 n 2 1 2 n 1 n

gdzie
x,20,x,20,,.,x, 20, x, +x,+ .. +x, <2m.

Zatem nasze zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia maksimum funkcji P.
Z warunku koniecznego dla maksimum otrzymujemy

cos x; —cos(x; +x,+ ... +x,) =0,
cos x,—cos(x; +x,+ ... +x,) =0,

cosx,—cos(x; +x,+ .. +x,) = 0.

Mozna pokazaé, ze jedynym rozwiazaniem powyzszego ukladu, spetniajacym
wskazane ograniczenia, jest

2n
Xy =Xy = =X =
kad rowniez x,, , = —
sKad rowni€z x,, ; = n+1
Nale; kazad, 7 kei Keie | =) —
alczy teraz pokKazac, Ze W tym punkcie, tzn.wpun C1€ (m, T—I—l’m’

T . . . ,
T—l—l) funkcja P(x;, X,, ..., X,4 ;) osiaga maksimum. Dowod tego faktu, wraz

ze wskazowka, ze nalezy postuzy¢ si¢ zasada indukcji matematycznej, pozo-
stawiamy Czytelnikowi.
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88. (cos (1/</n)"
Wskazowka: Zastosowa¢ metode czynnika nieoznaczonego Lagrange’a.
2
90. /'(0) =0, f7(0) = 3.

Wskazowka: Zastosowaé twierdzenie o funkcji uwikianej do funkgji
F(x,y) = x*—xy+2y+x—y—1.

91. Po skorzystaniu z zalozen otrzymujemy

K h, yydy—\|K(x, y)d
farhg _ KOO IRE D

J') = ;l.l—r»l(]) h h~0 h B
b K h, y)—K b
= tim § OB IZRO) 4y kg, .

92. Korzystajac z twierdzenia o wartosci sredniej dla catki, otrzymujemy
x+h b

| K(x+h, y)dy—[K(x,y)dy
o=l ; -
x+h x
[ K(x+h, y)dy J[K (x+h, y)— K (x, y)1dy
= lim =2 + lim 2 =
K0 h h—0 h

X

— lim K (x+h, x(0,,))+ﬁgr(l)

a

K(x+h, y)—K (x, y)d _
h Y=

= K (x, x)+ [ K, (x, y)dy,

gdzie x (0,) €(x, x+h).



Rozpziar. X1

ROWNANIA FUNKCYJNE

2

y
=17

1. Po podstawieniu y = H—Lx otrzymujemy f(y) = dla y # 1 oraz

/(1) = dowolna liczba.
. . 1\? , 1 , 1 1\2
2. Zauwazmy, ze x+; =X +3c—2+2’ skad x>+ 5 ={x+—-| =2
x

.. . . 1 .
Podstawiajac w naszym réwnaniu x + — = y, otrzymujemy teraz
X

f)=y*-2

dla ye(— oo, —2] U [2, o0) (dlaczego?). W przedziale (— 2, 2) funkcja f moze by¢
zadana dowolnie.

3. Poniewazlewa strona jest symetryczna wzgledem xi y, wigc otrzymujemy
stad x+f(y) =y+f(x) dla x,yeR. Po podstawieniu w tej rOwnosci y =0
i oznaczeniu a = f(0), otrzymujemy f(x) = x+a. Podstawiajac t¢ funkcj¢ do
roOwnania wyj$ciowego, otrzymujemy

x+y+xy+da=x+y+a,
skad xy+3a = 0 dla x, yeR. Sprzecznos¢.

4. Po podstawieniu do réownania 2f(x)+f(1 —x) = x w miejsce x liczby
1 —x otrzymujemy 2f (1 —x)+f(x) = 1 —x. Obliczajac z pierwszego rownania

.. . . 1 .
f(1—x) 1 wstawiajac do drugiego, otrzymujemy f(x) = x— 3 Latwo sprawdzic,
ze funkcja ta speilnia zadane rownanie.

5. Z symetrii prawej strony wzgledem x i y otrzymujemy

S +y) =f(f () +x).

Stad i z r6znowartosciowosci funkcji f wynika, ze
f)+y=f+x
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dla x,yeR. Przyjmujac teraz y =0 i oznaczajac f(0) = a, otrzymujemy
f(x)=x+a.
Podstawiajac te funkcje do naszego réwnania mamy
x+y+2a=x+y+a+l,

skad a = 1. Zatem funkcja f(x) = x+1 jest jedynym rozwiazaniem zadanego
rownania funkcyjnego w klasie funkcji roznowartosciowych.

6. Zardbwno w rozwiazaniu tego zadania, jak tez i pozniej bedziemy
korzysta¢ z nastgpujacego lematu.

Lemat. Niech D bedzie niepustym podzbiorem R takim, ze 0e D. Niech f:R — D
bedzie taka, ze

fx+y)=1X)+f0)
dla x,yeR. Wtedy:

1° f(0) =0,

2° f(nx) = nf(x) dla xeR oraz dla neN.

Pomijamy prosty dowod tego lematu.

Przejdzmy teraz do naszego zadania. Zauwazmy najpierw, ze funkcja f = 0
spetnia nasze rownanie. Przypus$émy, Ze istnieje f, ktora nie jest tozsamosciowo
réwna zeru i taka, ze f:R — Z oraz f spelnia zadane rownanie. Wtedy istnieje
x, # 0(zob. lemat) takie, ze f(x,) # 0. Oczywiscie f (x,) € Z. Korzystajac z lematu
dobierzmy liczbe naturalna n taka, ze n > |f(x,). Mamy:

£ =f<n %) - nf(f‘—‘l),
n

skad f <§r—19) =f(:°). Ale f(zo)qu i sprzeczno$¢. Zatem f =0 jest jedynym

rozwigzaniem naszego rownania.

7. Wykorzystujac symetri¢ lewej strony rownania, otrzymujemy
XL +yf(x) = y*f () +xf ().
Po podstawieniu y = 2 i skorzystaniu z warunku 2° mamy
f(x) = x*—x.
Latwo sprawdzi¢, ze ta funkcja spelnia zadane réwnanie.
8. f(x) = x*—x?—x.
Wskazowka: Porownac rozwiazanie zad. 7.
9. Przyjmujac x = 1 oraz x = — 3, otrzymujemy, ze W(0) = 0i W(—2) = 0.

Zatem W ma postaé: W(x) = x (x+2) Q (x). Wstawiajac do naszego rownania,
otrzymujemy

x—Dx+DE+3)0x+D)—(x+3)(x—D(x+1)Q(x—-1)=0

dla kazdego xeR, a wigc Q (x+1) = Q (x—1) dla xeR. Oznacza to, ze Q(x) = a
dla xeR (wielomian staly), a wigc W(x) = ax*+2ax dla xeR.



342 XI. ROWNANIA FUNKCYJNE

. . . t
10. Wezmy dowolne t R i podstawmy w naszym roOwnaniu x = y = —. Wtedy

t 2
otrzymujemy f(t) = < f (5)) , skad wynika, ze f przyjmuje tylko wartosci

rzeczywiste nieujemne. Wigc f nie moze by¢ surjekcja.

11. Zatézmy, ze f jest funkcja spelniajaca rOwnanie Cauchy’ego. Oznaczmy
a = f(1)izauwazmy (korzystamy tutaj z lematu znajdujacego si¢ w rozwigzaniu
zad. 6), ze f jest funkcja nieparzysta. Rzeczywiscie, po podstawieniu do rOwnania
y=—x mamy: 0 =/(0) = f(x—x) = f(x)+f(—x), skad f(—x) = —f(x). Za-
uwazmy dalej, ze

f)=f(n-1)=nf(1) = na,

dla dowolnego neN. Dalej, dla dowolnych m,ne N mamy

£ =f<n-%) : nf<%>,

skad
m 1 m

f<;>—;f(m) = a.
Stad i z nieparzystosci funkcji f wnioskujemy, ze dla dowolnej liczby wymiernej
r zachodzi

f({r) =ra.
Zauwazmy, ze do tej pory nie korzystalismy z ciaglosci funkcji f.

Ustalmy teraz dowolnie liczbe rzeczywista x oraz wezmy ciag {r,} liczb
wymiernych zbiezny do x. Wtedy (ciagtos¢ f) mamy:

f(x) = f< lim r,,> = lim f(r) = lim r,a = ax.
Zatem kazda funkcja ciagla spelniajaca rownanie Cauchy’ego jest funkcja
postaci f(x) = ax.

12. Oznaczmy ¢ = f(0). Podstawmy teraz w roOwnaniu y = 0; mamy

f<x> _J+fO0) _fx)+e

2 2 2

Stad
SO0 _ f<x+y> _fxtp)te

2 2 2 ’
co w konsekwencji daje
SR+ =fx+y)+c

Wprowadzajac teraz funkcje pomocnicza g (x) = f(x)—c, z ostatniej rownosci,
otrzymujemy

gx+y)=g(x)+g().



ODPOWIEDZI 343

Oczywiscie g jest funkcja ciagla, wigc (zob. rozwiazanie zad. 11) wnioskujemy, ze
g(x) = ax, gdzie a jest pewna stala. Zatem, kazde ciagle rozwiazanie rownania
Jensena jest funkcja postaci f(x) = ax+c, gdzie a i ¢ sa dowolnymi statymi.

13. Istnieje wiele sposobow rozwiazania tego rownania. Jeden z najprost-
szych polega na wprowadzeniu funkcji pomocniczej g(x) = f(x)+1. Mamy
wtedy:

glx+y) =fx+y+1=f)+/(+f()f)+1=
=)+ (fO+1) =9 x)g ().

Otrzymane w ten sposob rownanie funkcyjne bedziemy rozpatrywac w zad. 15.

Podamy teraz inny sposOb rozwiazania naszego rownania funkcyjnego,
bazujacy na ideach uzytych w rozwigzaniu zad. 11. Po podstawieniu do naszego
rOwnania x = y, otrzymujemy

S(2x) = 2f () +(f())* = [f(x)+1]*—1.
Dalej, dla y = 2x otrzymujemy:

JB3x) = f(x)+f(2%) +f(x) - f (2x) =
=3f)+(fP+2(f ) +(f () =
= ([P +3(fR)+3/(0) = [f(x)+1]° 1L

Stosujac zasade indukcji matematycznej tatwo juz dowiesc, ze

1) flnx)=[f(x)+11"—1

dla dowolnego neN.

Po podstawieniu teraz do naszego rOwnania w miejsce x liczby 5 1 W micjsce

. X .
y liczby 5 otrzymujemy

@ 1= 2f<§>+<f<§)> _ [f<§>+1]2—1 S

Po podstawieniu teraz do (1) najpierw x =1, a pdZniej x =T(m,neN),
n

otrzymujemy

f)=(1+f)y—1,
f<%> = (L+f ()1,

Rozwazmy dalej dwa przypadki:

1° f()y= —1.
Wtedy z naszego réwnania otrzymujemy

F0) =f(1+Gx—1) =S+ Hf D) x—1) = = 1.
Zatem f(x) = —1 dla xeR.
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2° f(1) # —1. Na podstawie (2) oznacza to, ze f(1) > —1. Oznaczajac
wtedy ¢ = In(1+/(1)), otrzymujemy:

(2)=ems

Poniewaz f jest ciagla, wigc przez przejscie graniczne (zob. rozwiazanie zad. 11)
wnioskujemy, ze
fx)=¢e"—1,x = 0.
W szczegolnosci f(0) = 0. Dalej, podstawiajac w rOwnaniu y = —x, mamy
0=7(0) =f(¥)+S(=x)+f(x)f(—x),
skad dla x < 0 otrzymujemy
—f(=x) 1—e™*
14+f(—x) e

Ostatecznie pokazaliSmy, ze funkcje f = —1 oraz f(x) = e*—1 (c = const) s3
jedynymi ciagtymi rozwiazaniami naszego rownania funkcyjnego.

=1

fx) =

14. Po podstawieniu kolejno w réwnaniu w miejsce x liczby g, z
otrzymujemy
x\ 1 x
f(x)‘-f<§> §+Z’
X x\y 1 x
5)=() 345
wigc
xy\1 x x
f(x)—f(z) Z+Ez+—2—2.
Ogolnie

1
f(x) =f<_2-x_n).?+x.2_2n+x.2_2n+2+"‘ +x.2—4+x‘2_2 _
=27 2 X 27 (14224 L 22 ] =

—f(x-27") 2"+ §(1—2“2").

Stad, wykorzystujac zalozona ciaglos¢ funkcji f w zerze otrzymujemy, ze

Mozna sprawdzi¢, ze ta funkcja spetnia nasze rownanie.

15. Z rozwiazania zad. 10 wynika, ze kazda funkcja f, speiniajaca zadane
rownanie funkcyjne, przyjmuje tylko wartosci rzeczywiste nieujemne. Gdyby
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funkcja f przyjmowata w pewnym punkcie x, wartos¢ 0, to wtedy dla dowolnego
xeR byloby

S(x) :f((x_xo)+xo) = f(x—xo) f(x0) =0,
zatem f bylaby tozsamo$ciowo rowna zeru. Stad i na podstawie poprzedniej
uwagi mamy wiec, ze f:R —(0,00). Teraz, logarytmujac nasze rownanie
stronami, otrzymujemy

Inf(x+y)=Inf(x)+Inf(y)
Zatem funkcja g(x) = Inf(x) spetnia rownanie Cauchy’ego i z rozwiazania
zad. 11 wynika, ze g(x) = cx. Stad f(x) = e*. Z zalozenia, a = f(1) = ¢, wigc
¢ = Ina. Zatem f(x) = e*"* = a*.

16. Niech f:(0,00) - R spelnia zadane rownanie. Ustalmy dowolnie
x,y€(0,00) i oznaczmy u = Inx, v = Iny. Wprowadzmy funkcj¢ pomocnicza
g(u) =f(€").

Teraz, z naszego rOwnania mamy:

flxy)=fle*-e") =f(e""") = g(u+v),

S+, () =f(e)+f(e) = gW)+g (),

a wiec

glu+) = g +9(v).

Zatem g spelnia rownanie funkcyjne Cauchy’ego (por. zad. 11). Jest to takze

funkcja ciagla (jako ztozenie funkcji ciagtych). Z rozwiazania zad. 11 wynika wigc,
ze g(u) = au (a = const). Zatem f(x) = a-u = alnx.

17. f(x) = x°, ¢ = const.
Wskazowka: Skorzysta¢ z rozwiazania zad. 16 wprowadzajac funkcjg pomoc-
nicza identycznie jak w tym rozwigzaniu.

L —x2/2

18. Wprowadzmy funkcj¢ pomocnicza g (x) = a
cie funkcja ciaglta. Mamy:

fx+y) =a*"g(x+y),
a® f(x)f(y) = a¥-a*?-@**Pg(x) g (y) = a7 g (x) g (y).

Stad, uwzgledniajac nasze rOwnanie otrzymujemy, ze

gx+y) =gx) g0

f(x). Jest to oczywis-

Z rozwiazania zad. 15 wynika, ze g(x) = 0 dla xeR lub g(x) = (g (1))*. Zatem
f=01lub f(x) = a*- (g (1)) = a*?** gdzie a i c sa pewnymi statymi.

19. Pozostawiamy Czytelnikowi dowdd w przypadku 1°; nalezy pokazac, ze
f jest ciagla na R i skorzysta¢ z zad. 11.

Zalozmy teraz, ze f spelnia rownanie Cauchy’ego i jest ograniczona z gory
przez np. liczbe M na pewnym przedziale (a, b), tzn. f (x) < M dla x €(, b). Wezmy
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funkcje g(x) = f(x)—f(1)x. Z nierownosci: g(x) < |g(x)| < [f ()| +| /(D] |x] <
< M +|f(1)| max {|al, |b]} = M, wynika, Ze g jest ograniczona z gory na (a, b).
Ponadeto, jak tatwo sprawdzic¢, g (x + y) = g (x)+¢g (y). Korzystajac z rozwiazania
zad. 11 otrzymujemy, ze g(x) = 0 dla xe @.

Zauwazmy tez, ze g jest ograniczona z gory na R. Rzeczywiscie, dla do-
wolnej liczby x€R znajdzmy liczbe re @ taka, ze x+re(a,b). Wtedy g(x) =
=g(x)+g(r)=glx+r)<M,.

Pokazemy teraz, Zze g jest tozsamosciowo rowna zeru na R. Gdyby
tak nie bylo, to dla pewnego x,eR byloby, ze g(x,) #0. Ale wowczas
g(xg)+g(r—x,) =g(r) =0 dla dowolnie ustalonej liczby wymiernej. Wtedy
jedna z liczb g(x,) i g(r—x,) jest dodatnia. Gdyby g(x,) > 0, wtedy dla
n odpowiednio duzych byloby, ze g(nx,) = ng(x,) > M, co jest sprzeczne.
Podobnie wnioskujemy w przypadku, gdyby g(x,—r) > 0.

Ostatecznie g (x) = 0dla x e R czyli f(x) = f (1) x = ax dla wszystkich x eR.

Dowod w przypadku 3° pozostawiamy Czytelnikowi; radzimy ten przypa-
dek sprowadzi¢ do przypadku 2°.

20. Latwo sprawdzi¢, ze funkcjaf: R — R, f(x) = x, spetnia podane w zada-
niu warunki. Pokazemy, ze jest to jedyna funkcja.

Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze istnieje funkcja g: R — R spetniajaca
podane warunki, ktora nie jest tozsamoscig, tzn. istnieja liczby o i f rézne od zera
(dlaczego?), o # B 1 takie, ze g () = . Wtedy z 1° (por. rOwniez rozwiazanie
zad. 11) mamy:

gla—p)=g@—g(p).
Z drugiej strony, wykorzystujac warunek 2°, otrzymujemy
9@ =9B) =
wige
gla—p)=p—o.
Oznaczmy 6 = a— . Wtedy oczywiscie mamy, ze g (0) = — 3. Wiemy, ze 6 # 0.
Niech np. 0 > 0. Wtedy, korzystajac z 2° mamy

—5=90)=9(/5/3)=(9/9)) =0

1 sprzecznosc.

21. Ustalmy dowolnie ¢ > 0 i dobierzmy = d(¢g) > 0 wedtug definicji
jednostajnej ciaglosci.

Dalej zauwazmy, ze wykorzystujac zadane rownanie funkcyjne, dla dowol-
nie ustalonej liczby xeR , mamy:

S =f<§> - f@ - = f<2i> - y

Wezmy zatem x,yeR,, x # y. Dobierzmy nelN takie, zeby % <di o <.
Wtedy

y .
| < 9,
> a wiec

X
on
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i(z) () <

co wobec dowolnosci ¢ daje f(x) = f(y). Zatem f jest funkcja stala.

LS )=l =

22. Ustalmy x > 0 i zadajmy funkcj¢ /= (0, 00) » R w opisany nizej sposob.
Mianowicie, niech a bedzie zadana liczba. Podstawiamy:

X X X
i m(2)=1(2) == =r(2) =
.. =4a.

f2x)=f(@dx)=..=f(2"%) =

Niech dalej funkcja f bedzie zadana w przedziale |:f ,

5 x] w dowolny sposob jako

funkcja niestata, ale ciagla. Przedtuzmy t¢ funkcje na przedzial I: 1 2:| przyj-
mujac, ze f(y) = f(2y) dla ye [z, %} Teraz analogicznie okre$lamy ja w prze-

dziale [g, Zjl itd. Pozniej okreSlamy [ w przedziale [x, 2x] przyjmujac

S =f<%>, dla ye[x, 2x] itd.

W ten sposob okreslona funkcja spelnia podane w zadaniu warunki.

Zauwazmy rowniez, ze funkcje spetniajace podane w zadaniu warunki moga
by¢ opisane za pomoca konkretnych wzordéw. Np. jezeli F jest funkcja ciagla na
R o okresie rownym 1, to funkcja f(x) = F (log, x) spetnia warunki zadania.

23. Dziclac obie strony rownania g (2x) = 2g(x) przez 2x (x # 0) otrzy-
2

%c-) Q()-C) Wezmy teraz funkcje pomocnicza h(x) = (J( ) x # 0.
X X

Wtedy funkcja ta spelnia na R\ {0} podane w zad. 22 rownanie funkcyjne

h(2x) = h(x). Niech wigc h(x) bedzie funkcja ciagla i niestata na przedziale (0, c0),

spetniajaca to rownanie funkcyjne. Wtedy funkcja g:R — R taka, ze g(0) =

oraz g (x) = xh(|x|) dla x # 0 spelnia zadane w zadaniu warunki.

mujemy

24. Niech f: X — X bedzie funkcja spetniajaca zadane rownanie funkcyjne.
Oznaczmy Y = f(X). Wezmy dowolny element x € X. Wtedy f (x) € Y. Oznaczmy
y = f(x). Wtedy, korzystajac z faktu, ze f spetnia podane rownanie, mamy

SO =f(f(x) =f(x)=y.

Zatem funkcja f jest funkcja postaci:

F(x) = x dla xeY
Y= dowolny element z Y dla xe X \Y.

Zatem, ogolna posta¢ funkcji f: X — X spelniajacej nasze rownanie otrzy-
mamy biorac dowolny niepusty podzbior Y zbioru X i okreslajac f jak wyzej.
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25. Wystartujemy od nast¢pujacego lematu.
Lemat. Jezeli |f(x)] < 1, to |f(3x)| < 1

W celu udowodnienia rozwazmy w przedziale [—1,1] funkcje g(x) =
=3x—4x>. Mamy: g(—1)=1, g(1) = —1, g’ (x) = 3—12x2, skad juz latwo
wynika, ze |g(x)| < 1 dla xe[—1,1].

Jezeli wige | f(x)] < 1, to |f3x)| = |3f(x)—4(f(x))*] = |g(/(x))| < 1. Kon-
czy to dowdd lematu.

Teraz zauwazmy, ze po podstawieniu w naszym rownaniu funkcyjnym

x =0 otrzymamy: £(0) = 3/(0)—4(f(O). Stad f(0) =0 lub f(0) = Tub

2

|
f(0)= — \—/—2: Zawsze wige | f(0)] < 1. Z ciagloéci f w zerze wynika, zZe istnieje
otoczenie (—d, d) punktu 0 takie, ze dla xe(—d,d) mamy |f(x)] < 1
Niech teraz t bedzie dowolna liczba rzeczywista. Dobierzmy nelN ta-

t t
kie, zeby ?e(—d,d)- Witedy |f<§>

(o) =il

<1,
26. a) Podstawiajac kolejno w naszym roéwnaniu w miejsce x liczby

< 1. Korzystajac z lematu mamy, ze

< 1 itd., wreszcie | f(t)] < 1

, -, otrzymamy przez prosta indukcje, ze

)

| =
00| =

X
E’
S(x) = z"f( )+f§-‘-

Zatem, gdyby f byla dodatnia na pewnym przedziale 0, o), to dla dowolnej
ustalonej liczby x > 0 znajdziemy n, € N takie, ze E(O a)dlan > n,, nelN. Stad

mamy

nx

Sx)= 7

Jezeli n — oo, to mieliby$Smy f(x) = + 00. Sprzecznos¢.
b) Czytelnik sam przeprowadzi dowod, naéladujac pOwWYyZsze rozumowanie.

¢) Mozna sprawdzi¢, ze funkcja f(x) = 21 |32ﬂ dla x #0, f(0) =0, jest
rozwigzaniem (ciagglym) naszego rownania.
e , . ., W,(x) e
27. f(x) jest ilorazem dwoch wielomianow, f(x) = Wix)’ przy czym, jesli
"(x

n > m,to W,(x) jest dowolnym wielomianem symetrycznym, a W, (x) jest rOwniez
wielomianem symetrycznym o tej wlasnosci, ze najnizszy stopien, ktory w nim
wystepuje jest rowny n—m.
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Jezeli natomiast n < m, to jest doktadnie na odwrot. Czytelnik sprawdzi,
ze istotnie tak jest.

28. Dowod nie wprost. Przypusémy, ze istnieje y, takie, ze [g(yo)l = a > 1.
Oznaczmy M = sup|f(x). Zgodnie z zalozeniem M = 1. Istnieje oczywiscie

xe®

L M M ,
x, takie, ze |f (xo)]>v;~ (bo ;<M). Oznaczmy dalej u = f(xq+ )

M
v =f(xg—yo) Wtedy [u+v|l = 2|f(xq) g (o)l > 2a- i 2M, skad wynika, ze
lu| > M lub |v| > M. Jest to jednak niemozliwe. Sprzecznos¢ i koniec dowodu.

29. Zauwazmy, ze f(2) = f(1+1) =f(1)+f(1)+2 = 4 = 2%, Metoda in-
dukcji matematycznej tatwo sprawdzi¢, ze f(n) = n?, dla kazdego neN.

A 2 2
Dalej mamy: n? = £ (n) =f<—’21 " g) _ f@ +;(;) 20 = f<§> o

2 2
()

Zatozmy, 7¢ dla dowolnie ustalonych liczb n,keN zachodzi réwnos¢

n n\?
n\? n n n n 1/n\?
() =r(3) = (55w ) - ) 423

n n\? . . N n\’
Stad f 21 ) =\ et . Zatem, na mocy zasady indukcji, f o) =\ 5 dla

dowolnych n, ke N.

n
? >
7ef(x) = x* dla x e D. Zatdézmy wigc, ze xeR , \ D. Wezmy x, € D, x; < Xx. Wtedy

Teraz, oznaczmy przez D zbidr liczb postaci —, gdzie n, ke N. Pokazalismy,

istnieje meN takie, ze T < x—x,. Niech [ bedzie najwicksza liczba natu-
l [ o
ralng taka, ze x1+2—m<x. Zauwazmy, ze x2=x1+-2—meD. Oczywiscie

1 L .1 -
0 < x—x, < —. Istnieje liczba naturalna s taka, ze -; < x—x,. Oczywiscie
A 2¢

s > m. Niech p bedzie najwigksza liczba naturalna taka, ze x, + % < x. Liczba

1 1 . .
Xy = x2+% nalezy do D oraz 0 < x—x; < > < TR Postepujac tak dalej

otrzymamy ciag {x,} liczb nalezacych do D i takich, ze

0<x—x,< dla p = 2.

2m+p—2’
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Stad wynika, ze lim x, = x. Poniewaz f(x,) = x}, wigc z zalozenia o ciaglosci

p— ©

funkcji / wynika, ze f(x) = x? dla kazdego xeR ,. Stad dla x > 0 mamy:

0=/(0) =/f(x—x) =f(x)+f(—x)—2x> =

= x2+f(—x)—2x* = f(—x)—x2.
Zatem f(—x) = x* = (—x)%. Wykazaliémy wiec, Ze jedynie funkcja f(x) = x?
spelnia warunki zadania.

30. Dla z > 2 mamy f(z) = f((z—2) f(2)) f(2) = 0. Zatem f(z) = 0<>z > 2.
D1a0<y<2mamy

Z2-—yexty22ef(x+y) =
f(Xf(y)) S =0=f(xf(y) = 0©Xf(Y) 2«
2

X = —.
fO)
Oznacza to, 7ze 2—y = m dla 0 <y < 2. Zatem funkcja f musi by¢ dana
wzorem
2z dla ye[0,2)
S0 =92-y yers
0 da y=2

Pozostaje tylko sprawdzi¢, ze funkcja ta spetnia warunki zadania.

31. Wezmy dowolne x, y > 0. Niech f spetnia podane w zadaniu warunki.

1) _ 109,
xy

Dzielgc obie strony naszego réwnania przez xy otrzymujemy

+ @ - Okreslmy funkcje g: (0, 0) - R, g (x) = M -Wtedy g (xy) = g (x)+9 ()

X

dla x, ye(O, o) oraz g jest funkcja ciagla. Z rozwigzania zad. 16 wynika
wige, ze g(x) =clnx, x >0 i dalej, ze f(x) = cxIlnx, dla x > 0. Poniewaz
f)y=0, wiec 0=f(1) =f((=1)(=1) = —f(=D)—f(=1) = =2f(—1), skad
f(=1)=0. Stad f(—x)=f(x(—=1)=—f(X)+xf(—1)= —f(x). Zatem
f(x) = cxInlx| dla xeR\ {0}. Ponadto z rownania otrzymujemy, ze f(0) =
Teraz z warunku 3° otrzymujemy ¢ = 1, zatem
_JxInlx| dla x#0
f(x)‘{ 0 da x=0.
32. Ustalmy y # 0. Wtedy, przeksztalcajac nasze roOwnanie, otrzymujemy
, x+y)—f(x—y)
I S y)2
y
Zatem, dla y # 0 zachodzi
AN =)
2y

. Stad wida¢, ze funkcja f’(x) jest rozniczkowalna.

) =



ODPOWIEDZI 351

Stad, poprzez indukcje wnioskujemy, ze funkcja f jest nieskorczenie wiele razy
rézniczkowalna na R.
Rézniczkujac teraz nasze roOwnanie wzgledem x mamy
2" (x) = f'(x+y)+f" (x—y).
Przyjmujac y = x mamy
2f"(x) =f"(2%)+f"(0)
dla xeR. Stad
J(x) = f"(2x).
Teraz, po podstawieniu w pierwszej z otrzymanych réwnosci y = x otrzy-
mujemy
2xf"(x) = f"(2x)—f"(0)
i dalej
217(x)+ 2x f P(x) = 21" (2x).
Stad i z otrzymanej wcze$niej rownosci (f(x) = f "(2x)) otrzymujemy
21"(x)+2xf Ax) = 2f "(x),
a wiec f@(x) = 0 dla xeR. Zatem f(x) = ax*+bx+c dla xeR (a,b,c — do-
wolne state).
33. Ustalmy dowolnie x z otoczenia, 0 ktorym mowa w zalozeniu. Wezmy

y dostatecznie mate. Odejmujac od obydwu stron réwnania f(x) i nastgpnie
dzielgc otrzymane roOwnanie przez y, otrzymujemy

SN _ SO 1+%%)

y y 1=x)fQ)
Stad
fx+y)—fx) _fO) —f(0) 1+/3x)
y y 1= f0)

Jezeli y — 0, to z powyzszej rownosci otrzymamy

J'(x) = C(1+f*(x)).
Rozwiazujac powyzsze rownanie rozniczkowe i uwzgledniajac warunek poczat-
kowy f(0) = 0, otrzymujemy

f(x) = tgex.

34. Rownanie to spetnia f=0. Zalozmy, ze f nie jest taka funkcja.
Wtedy mozna pokaza¢ (Czytelnik zechce uzupelni¢ ten fragment dowodu),
ze f(x) #0 dla kazdego xeR. Poniewaz f jest ciagla, wigc jest stale do-
datnia lub ujemna. Mozna zatem okresli¢: h(x) = In|f(x)|. Wtedy h (x)+h(y) =

X — + . . , .,
=h <_y> +h (x y>. Stad, rézniczkujac t¢ rownos¢ wzgledem x, otrzy-

VAW
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\% K <x\/—5y> + \/15 I <x\;—iy> W szczegdlnosci, (biorac

x =y = 0) otrzymujemy h'(0) = 0. Ponadto, rozniczkujac ostatnia réwnosé

wzgledem y otrzymujemy: 0 = — lh” (367_—"—)>+ ! h’ <X—+~J~)> Po podstawieniu
2 \y2/) 22

X =y otrzymujemy h” = const czyli h jest wielomianem stopnia drugiego.

Poniewaz h' (0) = 0, wigc h jest wielomianem postaci h(x) = ax*+ b. Ostatecznie

In| f(x)] = ax?+b, skad f(x) = ce®™’ (a,c — dowolne stale).

mujemy: h'(x) =

35. Po podstawieniu w rownaniu y = 0, otrzymujemy
S=01ub f(0) = 1.

Teraz, podstawiajac x = 0 i uwzgledniajac wyzej otrzymana alternatywe,
otrzymujemy

fW ==y,
co oznacza, ze [ jest funkcja parzysta.
Nastepnie, rozniczkujac nasze roéwnanie dwukrotnie wzgledem y, mamy

S+ y)+f(x=y) = 2f(x)["(y).
Po podstawieniu y = 0 i oznaczeniu f"(0) = k, otrzymujemy
S1(x) = kf(x).

Rozwiazujac powyzsze roOwnanie rozniczkowe, otrzymujemy (w zaleznosci od k)
trzy mozliwe rozwiazania:

f(x) =acosh \/kﬁx +bsinh \/Ex,
f(x)=a+bx

lub
f(x)=acosh./ —k"x+bsinhv/f:—12x.

Stad, po uwzglednieniu wyzej otrzymanych warunkow wnioskujemy, ze f(x)
moze by¢ jedna z trzech mozliwych funkcji:

cosh \/Ex, 1, cosh \/:Ex.

36. Gdy b =0, to f = const, a dla b # 0 funkcje takie nie istnieja.
37. f=0.

38. f=0.

39. Wskazowka: Pokazac, ze jezeli f spetnia podane w zadaniu rOwnanie
funkcyjne, to f(2x) = 2f(x) dla xeR.
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Wskazdéwka: Podstawi¢c w rownaniu x =y = 0. Wtedy otrzymujemy, ze

1 .
mozliwe sa dwa przypadki: f(0) = 0 lub f(0) = 7 Rozwazy¢ te dwa przypadki
oddzielnie.

1

41. Po podstawieniu x = y = z = 0 otrzymujemy, ze 2f(0)—2f%0) > 7

1
Stad f(0) = 3 Po podstawieniu x = y =z =1 otrzymujemy podobnie, Ze
1
f(1) = 7 Niech teraz x bedzie dowolne, natomiast y =z =1 Wtedy
1
2f(x)—f(x) =f(x) = 7 Podobnie po podstawieniu y = z = 0, przy dowolnym

1 1
X otrzymujemy, ze f (x) < 5 Ostatecznie f(x) = 3 dla x eR. Nietrudno sprawdzic,
ze ta funkcja spetnia rozwazana nieréwnosc funkcyjna.

42. f =0 lub f(x) = xa*, gdzie a jest dowolng stalg dodatnia.
Wskazdwka: Rozwazy¢ funkcje g (x) = f(x)/x (x # 0) i skorzystac z zad. 15.

43. Przypusémy, ze istnieje funkcja f, o ktorej mowa w zadaniu. Wtedy
f(x) > 0 dla pewnego xeR. Oznaczmy y = f(x). Po skorzystaniu z naszego
rownania otrzymujemy, ze f (y/2") = y/2"* 1, ne N. Jesli oznaczymy x, = y/2" to
mamy, ze x, > 0 oraz x, — 0 przy n — oo. Stad i z ciaglo$ci funkcji f wynika, ze

1
f£(0) = 0. Zatem (f (x,) —f (0))/x, = f(x,)/x, = 5 skad na mocy zalozenia wynika,
1
7e f'(0) = 3 Wezmy teraz ciag {z,} taki, ze z, < O oraz z, — 0 przy n - co. Wtedy

1 1
f(z,)/)z,— 3 dla n — co. Zatem dla ustalonego ¢, 0 < ¢ < 3 znajdziemy nyeN

takie, ze
fz,) 1
z, 2 <

1 S
dlan > n, Stad f(z,) < (—2 ——8> z, < 0. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze nie
istnieje funkcja spelniajaca warunki naszego zadania.

44. Przykladem funkcji, o ktérej mowa w zadaniu, jest funkcja f, nie-
parzysta i taka, ze f(x) = x/2 dla 0 < x < 1 oraz f(x) = x*/(x*+1) dla x > 1.

45. f(x) = bx.



9.

1
10. xtgx+ln|cosx|—§x2+C.

1 1
11. Z<x2+xsin2x+ —2~00st) +C.

Wskazowka: Skorzysta¢ ze wzoru cos? o =

12.

13.
14.

15.

16.
18.

19. !

X

Rozpziar XII

CALKA NIEOZNACZONA
I CALKA OZNACZONA
FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ

. —xcosx+sinx+C.

. eX(x—1)+C.

3 1
. ln3<x—1—15> +C.

n+1 1
. Inx— —— | +C.
n+1 n+1

xarcsinx+\ﬂ —x2+C.

2. xsinx+cosx+C.

4. —e (x+ 1D+ C.

a

(x*+1)arctgx—x+C.

xarccosx—./1—x2+C.

*®

1+cos2a
5 .

x—zln(x2+ 1) lx2+ lln(x2+ N+C
2 4 2 ’

(x3—3x2+6x—6)e*+C.

—x3cos x+3x?sin x +6xcos x —6sin x + C.

6

X

4
(nx—1)+C.

1 1 1 1
—x3+ —x?sin2x+ Zxcos2x— gsin2x+C.

17. x(In?x—2Inx+2)+C.

x (arcsin x)*+2 . /1 —x? arcsin x —2x + C.

2

x(sinlnx—coslnx)+C.
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1
20. Ex (sinln x+cosln x)+ C.

21. %(x,/k+x2+k1n|x+\/x2+kl)+C

1 1 .
22. 3 x2eX(sin x — cos x) + xe* cos x — 3 e*(sin x+cos x)+ C.
Wskazowka: Obliczy¢ najpierw catki
fe*sinxdx, | e*cos xdx.

23. —xctgx+In|sin x|+ C.
24, — /1 —x?arcsinx+x+C.

1 1 1
25. - - —
5 4x sm4x+8xcos4x 32s1n4x+C

26. Calkujemy przez czgsci w nastg¢pujacy sposob:
J‘ xln(x+/1+x?)
N
1+x2 In(x+./1+x?)—[dx =
1+x?In(x + m)—x+C.

27. Mamy:

x
t dx = t | ——dx =
farc g\/); X = xarc g\/; JZ\/;(l—kx) X

14+x)—1
= Xxarctg./x— dx = xarctg./x —
v jZf(1+x) gy

1

— — dx = —/x
§<2\/; 2\/;(1+x)> X xarctg\/; \/x+
+j%—xarctg\/> \/;+arctgf+C

28. Po dwukrotnym catkowaniu przez czgsci otrzymujemy

dx = {In( x+\/1+x (\/1+x2)=

xearc tgx X xearc tgx
:dx = J'._—d(ear‘”gx) — o
V(1 +x%)3 JV1+x2 J1+x?
arc tgx xearc tgx d (earc tgx) xearc tgx
‘/1+x)3 ~/1+x2 \/1+x2_\/1+x2

arc tgx xearc tgx

- d
NV J(1+x?)3 ¥
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Stad otrzymujemy:

A NI Sl ST
J(+x?? 2/1+x?
29. -%e“ch. 30.
31. 2(/x—1)eV* +C. 32.
33. —In|cos x|+ C. 34,
3
3s. Eln(x2+1)+5arctgx+C.
1
36. —In®x+C.
6
3
37. Z\/(tgx—l—?’) +C. 38.
2 ;5
39. —ctgx— §\/ctg x+C. 40.
1 -
41. 5ln (x2+/1+x*)+C. 42.
43. —el* 4 C. 44.
1
45. —2—arc tg(2sinx)+C. 46.
1 2
47. Earc tg(tg*x)+ C. 48.
2 )
49. 15 SInx+7) +C. 50.
51. In|In(sin x)|+ C.
I+lnx—1
52. 2 /T+Inx+In —V+nxl el
J1+Inx+1
53. 2In|\/x +/1+x|+C.
Wskazowka: Podstawic¢ t = \/;
54. arctge*+C.

Wskazc')wka:f dx =J‘ ¢tdx

e ™ 1+(e¥)?*

1 S
— 5\/(712 -—x2)3 + C.
Insin x|+ C.

r o,
;iln x+C.

1 —
3 Y2exr+7)3 +C.

1 .
Zarctgx +C.

@x2+3)" T4 C.

4(n+1)
2sin\/;+C.

arcsin (¢¥)+ C.
L iind +C
—sin*x + C.

4

2
3\/5+3sinx+C.
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55. —In(e™*+,/e > +1)+C.

d ~*d
Wskaz()wkazj— X =—J ¢ o

J1+e* J1+E
56. In|ln (In x){+ C.

1
—h2

Wskazowka: Podstawié t = a®sin®x + b%cos?x.

58. —\/1—5— arctg (%) +C.

\/az sin®x + b%cos?x, a? # b2

57.

59. Wskazowka: W calce | f(ax+b)dx podstawic t = ax+b.

1 1
60. —ge‘s"+C. 61. —;cos?x-{-C.
| 1 1.
62. —sinnx+C. 63. —x— —sin2x+C.
T 2 4
L1 1y
64. - x+ ;sin2x+C. 65. —Zﬁ—sx) +C.

66. arctg(x+ 1)+ C.
Wskazowka: x2+2x+2 = (x+1)2+1.

1 \/5 x\/g
67. 2\/5111 \/Ei—x\/gi-i_c'

68. Mamy:

1+cos|=—x cos?( T — %
2 4 2
T x
= (-} +c
1 Tx 1 - 7x
69 —7xe 49e +C

1 ) . 1
70. % <9x + 3x sin 6x + Ecos 6x> +C.

1 3x—-2
71. —In(1—x+./5—2x+x?)+C. 72 5arcsin< X >+C.

NA

357
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1 / 7
73. ﬁln x+1+ x2+2x+§‘+C.
1
74. — - arcsin £x+—
V3 2
1 -
75. 5[(x+3)«/x2+6x+13 +4In|x+3+./x>+6x+13|+C.

Wskazowka: Skorzystac z zad. 21 1 59.

76 3(x— 3 VAT —aHT

+4(2x—1)‘ +C.

1 _ x+2
77. = | (x+2)/1-4x—x?+5arcsin :|+C.
2[ \/g

nl/3x*—3x+1+

1
33

9 . 2x—1  6x-—3 (2x—1)?
78.§arcsm 3 + 3 1— 9

79. 3/ +2x+2 —4In(x+1+/x> +2x+2)+C.
13
80. 1/9x +6x+2+—ln(3x+1+«/9x +6x+2)+C.

1 11 / 11
81. 31/3x —11x+2+6 In x——+ —x+ i+C.

— 1
82. —4./1—x*—2x +arcsin<)i;_5 > +C.

2
83. . /5—x?>—4x +5arcsin(§;—> +C.

+C.

Wskazowka: Przeksztalcamy nasza calk¢ w nastepujacy sposéb:

3—x —2x+6
S e SR N Do B D
5—x%2—4x 2./5—x%*—4x
(=2x—4)+10 j —2x—4

TTIT D= |22 s
2./5—x2—4x 2./5—x*—4x

5 J dx
+ —_ ——
3 1 (* +2\?
3
Stad juz latwo otrzymamy wymieniony wyzej rezultat.
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84. Mamy:

1
Jx x?4+3x+4dx = EJ[(2X+3)—3] x2+3x+4dx =

1 3 3N 7
=Ej(2x+3>¢mdx_§j <x+§> .

1 3
=511— 5[2

Catke I, obliczamy podstawiajact = x2 + 3x +4, natomiast aby obliczy¢ catke I,
korzystamy z zad. 59 i 21. Ostatecznie mamy:

1
Jx x2+3x+4dx=§./(x2+3x+4)3—
3 N —— 3
2 x+5./x +3x+4+‘—‘1n x+§+\/x +3x+4| | +C.
e .l
85. —g,/(zx F3x—8) + ——| [ /2x+

8.2
+3—\4[2~>./2x2+3x—8 ?1 i—\/—_—+\/2x 243x— SI] +C.

Wskazowka: Skorzysta¢ z zad. 59 1 21.

86. Rozwazana calke¢ doprowadzamy do postaci
f@x—1)/6x—x*dx = —[(—2x+6) 6x—x% dx +
+5[/9—(x—3)* dx.

W pierwszej z calek podstawiamy t = 6x—x2, a w drugiej x—3 = 3sint. Po
wykonaniu obliczen otrzymamy, ze nasza catka jest rowna

33 /(6x x?)3 + 45 |:ar031n<x—;—3> + X 3 3\/: <§;—3>2] +C.

i 21\ 2x+1 21 1)
87. 3,/(6—4x2—4x)3+7[arcsin< + ) X+ - (X+ ) ]+c.
f f

Wskazowka: Przedstawié rozwazana catke w postaci

j‘(3—2x) 6—4x>—4x dx = %J(—Sx—4). /6—4x%* —4x dx+

+4J1 /T—(@2x+1)? dx,
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a nastepnie w pierwszej calce po prawej stronie podstawi¢ t = 6 —4x?—4x,
w drugiej za§ podstawi¢ 2x+1 = \ﬁ sin t.

88. gln[(x—z)2 J2x+1]+C.

32
89. Y +-2— +4x+In

x4(x—2)°

nilCmt s PAYS)
x+2r |

3 2 1
.= 1]+ —1In[2x—3|— = :
90. ~In[3x+1]+ 32In[2x—3|— Zln|x|+C

1 2 3
91. — 3—6—ln|x—-1|—— a—s—ln|x+2|+ %lnlx—3|+

5
—1 .
+ {44 nijx+5/+C

2 ~-2)/(x—1)(x+1)°
02. ¥ 41n|X6=DVEDEADY
2 x+2 |
1 Ix+1 5 |x=2
2 6 1 —1y2
94, In —— 4+ —— +C. 95, x+ =V L e
[x+1]  x+1 X |x]|
11 11
S - In|x—2|+C.
96 o it n|x—2|+
1 x—1] 1/ 1 2
T P —9_<x—1 _x+2)+c
1 |x—1] 1 1
Sl o ey R S

99. Wskazowka: Zauwazyc, ze
x°—x*—=5x3+x?+8x+4 = (x—2)% (x+ 1)>.
|x|
Jx*+1

1 1) 1 2x—1
101. —In (x+1) + arctg—fj_—?,——

6 xI—x+1 \/g

100. In +C.

+C.
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(x+1)2 [x—1]
102. +In —arctgx+C.
2 JxE+1
1 I+x| 1
103. - —— .
03 4 = 2arctgx+C
1 x?+x+1 2x+1 2x—1
104. —-1 t tg—— | +C.
a nxz—x+1 2\/_<a1rc g——— \/. +arctg \/5 >+

Wskazowka: x*+x2+1 = (x> +1)>—

105. Wskazowka: x*+x2+4 = (x2+2)? fx

‘44 3 3.2 2
106. lnx—+-—+—arctg§— f x{+C.

Jx242 2 2 2

108. Wskazowka: Wyprowadzi¢ wzor rekurencyjny dla calki

dx
In = J(l—_sz)",nEN.

Stad juz tatwo bedzie obliczy¢ nasza catke.

-arctg

x—1 1 1
109. ——— — -1 1]+ ~In(1 +x%)+C.
32t 2 nl|x+ |+4 n(l+x%)+
Wskazowka: x> +x*+2x3+2x2+x+1 = (1+x2)2(x+1).
110. Wskazowka: x°®+3x*—4 = (x2 —1) (x> +2)%
1 x+1 3(x+1) 18(x+1)
111. — t .
648[allrc 83t a0 T s | T
Wskazowka: Skorzysta¢ z zad. 108 i 59.

1
112. —arc cos—~—x +C.

2 X2
13, — | 1n|V2+x_x2+ Ll,c
N2 W
1 x+6+\/60x—15x|
114. —
\/E 2x—3
3 3
115. — —ZInP2x—1-2/x>—x+1
2(2x—1-2/x*—x+1) 2n|x o

+21n|x—./x2-—x—l—1|+C.
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x+/x*+1] 1+ i
x | )

pY

116. In

1 1
117. E(:;—x)./1—2x—x2+2arcsin’i;i +C.

118, (x245x+36)/x2—dx—7 +112In|x—2+/x*—4x— 7|+ C.
7 95 145
119. <4x — -—x2+ 25 E)./x2+4x+5+

+§ln(x+2+\ﬂc2+4x+5)+c.

1 5 1 5
120. (gxz— e Xt -6->\/x2+2x+2+ 51n(x+1+ﬁ/x2+2x+2)+c.

2 5x+19 —1
121. — L6x+ J14+2x—x +4arcsm +C.

2

Wskazowka: Przedstawiamy szukana catke w postaci:

3
f% (AX?+Bx+C)/T+2x—x +
+2x—x

+AJ—X-————.
2—(x—1)?

Rozniczkujac obustronnie powyzsza rownos¢ i sprowadzajac nastepnie do
wspolnego mianownika, otrzymamy:

x? = (24Ax+ B)(1 +2x—x?)+(Ax?>+ Bx+ C)(1 —x)+ 4.
Stad znajdujemy state 4, B, Ci A.

1 ./2+2x —X
22. 1 </ 1)+ C.
2 2 «/2+2x +x+nx+ X )+

2 x+1
123. ﬁxz—”+c

s, \/2+\/1+2x A IRAL T
-1 | 2(x—1)

Wskazowka: Skorzystac Z rOwnosci:
x  (x=D+1 1 N 1
x=1?2  (x—=1?%  x—1 (x—1)?*’
14+2x—x%2=2—(x—1)2
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. 1 .
126. Po podstawieniu x+ 5= t, otrzymujemy

_J dx __j dt
2 +x+1) /x> +x—1 2.3 [ 5
4 4
t
Nastepnie, podstawiajac z = ———5 , mamy
-
4
I IJ dz \ﬁ+2z fl
2 % e f a2 2 2|
Ostatecznie

1

./3(x +x— 1)+(2x+1)f
./3(x +x—1) (2x+1)f

363

127. W skazowka: Poniewaz x2 +3x+2 = (x+ 1)(x +2), wystarczy pod-

stawié (trzecie podstawienie Eulera)

S H3x+2 = t(x+1).

Stad
x— P 43x+2  —2(P+21)
cr /2 =D+

2
— 1
128. /x+x* SLJEZ%X——% +§ln(\/;+ x+1)+C.

6

X
1+x!

6
129. §x3°—4x18+18x6+ > —2larctgx®+C.

3
130. SV/(1+ Y3 —2V/(1+ V%) +
+3 1+W+C.

3/3 3
131. Wskazowka: Podstawi¢ t = ——xx—f—

1 1
132 Y1+~ 3JA+x) +C.

NES | 3'x+3]
c
1+ 3% 2(1+ )y ¥

133. 3 [ln
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134.

135.

136.
138.
140.
141. 3 x
142.
143.
144,
146.
148.
149.
150.

151. —

XII. CALKA NIEOZNACZONA I CALKA OZNACZONA

_3/1+x3+ 1 arctg23 1+x3+x_
AT

\/—1+x +Xx I+C

\/\/(1+x3)2+\/1+x x|
—\/—11—\7—*1——\/1+—\f13+

1+\/—7—3\/ 4+C

1 1 1 1
~5-cos5x~ gcos3x+C. 137. Z§c0532x- 7608 2x+C.

1 1
gcos3x—cosx+C. 139. sinx— gsin3x+C.

1 2 .. 1.
7sin7x— §sm"x+ Hsm“x+C.

1 1

— —si - —sin4 .
g 4sm2x—+ 32s1n x+C
3 1. 1 .

§x+ Zsm2x+ ﬁsm4x+C.

> +ism2 cos*x +
167 T 2%

1 1
3cos3x  cosx

5 15
40052x + §> +C.

145. Injtg x|+ C.
1 1. 3
In ltg X|— Rz—x +C. 147. tg X+ ZSln 2x— §X+C

(tg2x—1)(tg*x + 10 tg? x+1)
3tgdx

1 1
2 tg*x — 3 tg?x —In|cos x|+ C.

1 1 1
xX— ?ctg7x + gctgsx - gctg3x +ctgx+C.

© COS X +1-l
2sin’x 2

n tg%’ +C.
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|sin x| |sin x| 4
152. In— +C. 183. In——=—+C.
/cos 2x /1—4sin’*x
5g5+4
154 larct 2> ) +C 155 -?:arct 2 +C
P Y R 3BT
156. In(2+cos x)+ 4 arctg( ] tgx>+C
. In SX)+ —= —tg= .
V3 J3 2
4 3 2 3
157. —x — —=In|t 4+ ——— — 1 3 C.
35% s At S ) T s n foos x|+
1 1
158. +C. 159. ——arctg(\/2 tgx)+C.
2—tgE ﬁ
2
3tgx—1 3 2t 1
160. ln< I X l )———\/——arctg< gx+_>+c.
S/tgix+tgx+1 \/5
Wskazowka: Przedstawi¢ szukana catk¢ w postaci
1
COS X cos?x
——  —dx=|—5——d
Jsin3x—c0s3x * jtg3x—1 ®
a nastgpnie podstawic t = tg x.
1 1 tg x
161. — | ctgx+ —=arctg (——)] +C.
2‘: J2 J2
162 ! cos7 1cos +C 163 ! sin8x+lsin4x+C
- qgeosTx— 3 x+C. T g .

1 . 1.
164. —Esm8x+ Zsm2x+C.

1 1 . 1 1
165. Zx— ﬁsm6x+ ECOS4X+ —gcos 2x+C.

167. Po podstawieniu t*> = sin x, mamy

dx _3 dt _§ dt +§ e
cosx?/sinzx_ 11— 2)1-83 " 2143

+ ~—arctg

421 2 J3 P—t+1 2

Wystarczy teraz podstawi¢ w otrzymanym wyniku ¢ = 3/sin x.

1 1—1)? 3 2t+1 1 1+1)? 3 2t—
= ( )—+{—arctg ki +Zln( *+ \/—

NG

1

365

+C.
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168. Zauwazmy, ze wyrazenie pod calka mozemy zapisa¢ w postaci
sin’xcos®x 1 sin?2x
sin®x +cos®x 4 (sin®x)* + (cos?x)*

1 sin?2x _ 4sin?2x B
" 4 /1—cos2x 4+ 1+cos2x\*  2+12cos®2x+2cos*2x
2 2
sin?2x . 2
B cos*2x B tg72x cos22x _
1 1 (1 +tg2x)2 +6(1+tg22x)+1

+1

cos2x 6 cos?2x

_ tg?2x-d(tg2x)
tg*2x +8tg22x +8°
Podstawiajac teraz w naszej calce tg2x = t, otrzymamy

sin?x cos?x p t2dt
“8. . 8. 4X= | gTo5 —=-
sin®x + cos®x t*+8t2+8

Czytelnik dokonczy reszte.

2 cos x 1 2—sinx
169. — —arctg| —— ~In{ ———— C
ﬁare g<\/§>+4 n<2+sinx> +

1 .
170. 2 (tg*x —ctg*x)+2 (tg2x —ctg®x)+ 6 In |tg x| + C.

171. coshx+C. 172. sinh x+ C.

173. tghx+C. 174. Sinhx'c;th"x +C
175. x—tghx+C. 176. x—ctghx+C.

177. In tghfz‘-| +C. 178. In|tgh x|+ C.

179. xtgh x—In(cosh x)+C.

180. = 4C.
Inx

1
181. Ee"[(x2 —1)cos x+(x—1)?sinx] +C.

2
182. 11n<1+x >— arctgx 1 ¢

6 x? 3x3 6x2
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183. Przeksztalcajac nasza catke, otrzymujemy
sin x dx 1 j d (sin x + cos x)

J2+sin2x 2 1+ (sin x+cos x)?

1 d (sin x —cos x) 1 . -
+ = = — —In(sin x +cos x + /2 +sin 2x) +
ZJﬁ—(sinx—cos x)? 2 ( )

1 . sinx—cCos x-
+ Earcsm———— +C.

3
184. % + —\é—;sin(Z\/;)+ %cos(Z\/;)ﬁ-C.
Wskazowka: Podstawi¢ t = \/;
185. x—3In[(1 +e¥%) /1+e"*] -3 arctg(e’®)+C.

Wskazoéwka: Podstawié t = e*/S.

186. Stosujac catkowanie przez czgsci, mamy:
jlnz(x+m)dx = xlnz(x+\/1:2_)—
_zjxln(x+ Y 1_'_xz)dx = xlnz(x+\/ﬁ-?)—
NS
—[In(x+/1+x2)d(2/1+x*) =
= xIn?(x+./1 +x2)—2./1+x? 1n(x+\/1_+7xz)+2x+C.

187. ——)—C\/lln:xz——ln(x+«/1+x2)+c.
+Xx

Wskazowka: Zastosowaé calkowanie przez czesci, przyjmujac u = Inx, v’ =
1

T+

188. Przeksztalémy obliczana catk¢ w nastgpujacy sposob:
I = [xarcsin(l —x)dx = [(1—x)arcsin (1 —x)d(1—x)—
—farcsin(1 —x)d(1—x).

Nastepnie, podstawiajac 1 —x = t, mamy:

. . 2 )
1= Jtarcsmtdt—J‘arcsmtdt = Earcsmt—

lj tde tarcsint+J dt =
2). /1=¢ J1—t?

S : 5 t2dt
= 3arcsmt—tarcsmt— 1—t°—

J1—¢&
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Stad juz szybko mozna otrzymac koncowy wynik
2x% -3
I= x4 arcsin (1 — )—%./2x x*+C.

189. Catkujac przez czgici otrzymujemy

1 1 [x? x? 1
xarccos —dx = |arccos—d| — | = =—arccos— —
X X 2 2 X

1 2 1 1
—EJ——\/XTX__—I—dx = %arccos;—-z./x"—l +C.

190. Po podstawieniu t = ,/tgh x, mamy:
1 1442 2tdt
=1 dx = ——.
2 T

Stad otrzymujemy

t*dt
J tghx dx = 2J1_[4

Po wykonaniu odpow1edmch rachunkoéw otrzymujemy:

1+./tghx
tghxdx— < )-arctg tghx + C.
j (Y ) et
191. a) Dzielac przedziat [ —2,3] na n rownych czesci, otrzymujemy
5i
X, = —2+—’ Ax, = —(i =0,1,..,n).

Postugujac sie sumami gérnymi otrzymujemy:

E (5 (D)

i=1
5 20n(n+1) 25n(n+1)(2n+1)
= — n— — + —2 ,
n n 2 n 6
gdzie skorzystaliSmy z zad. 1 i 2, rozdz. 1. Zatem
3

2
szdx= lim S,,=5< —10+ 35> ﬁ

n— oo 3

b) Wskazowka: Skorzysta¢ z zad. 3 i 1, rozdz. 1.

10230
C) Sn (210/n 1)
Wskazowka: Granicg lim S, obliczy¢ korzystajac z zad. 54, rozdz. VI.

n— oo

d) Wskazowka: Wykorzysta¢ wzor z zad. 40, rozdz. 1.
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192. Wezmy podzial 1 = x, < x; < .. < x,, = 2 przedziatu [1,2]. Biorac
sume gorna, otrzymamy

oY L\ B B

i=1 Xi¥Xi-1 i=1\Xi-1 X Xo  Xp
Zatem
2
dx ) 1
— = 1lim §, =—.
X n— o 2

193. Wezmy jakikolwiek podzial przedziatu [0,1] sa pomoca punktow
0=x0<Xx; <X, <..<Xx,=1 Wtedy

sup f(x)=1, inf f(x)=0,
[xi-xd [xipxid

(i=1,2,..,n), zatem suma dolna s, i suma gorna S, wynosza odpowiednio
5,=0,8,=1
Stad

1 1
[f(x)dx =0, [f(x)dx =1,
o 0

a wiec f nie jest calkowalna na przedziale [0, 1].

1
194. 1. 195. Eln 2. 196. arctg4 —arctg3.
1 1 T
197. . 198. . 199. =
202. 325 203. e— . Je. 204, g-
T 2(1 b
205. 2. 206. 2. 207. §<~2—e —1>.
208. 7° — 67 209. % _2
: : L F-5

210. Przedstawiamy nasza calkg¢ w postaci
a 0 a

| f(x)dx = [ f(x)dx+[[f(x)dx.

—a —a 0

0
W calce | f(x)dx podstawmy t = —x. Wtedy

—a

0 0 0 a a
[ f(x)dx = —[f(—t)dt = —[f(t)dt = [ (1) dt = | [ (x) dx.
—a a a 0 0
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Zatem

a a

| fx)dx =2 [f(x)dx.

—a 0

211. Wskazowka: Porownaj rozwiazanie zad. 210.

X —

b—a’

Q

b
213. Wskazowka: W calce jf(x) dx podstawi¢ t =
214. Wskazowka: W calce po lewej stronie rownosci podstawic t = x2.

215. a) Niechxe [0, g] .Korzystajac ze wzoru cos x = sin <g — x) ,mamy:

jz' f(cosx)dx = } f [sin (E —x>:| dx.
V] 0 2

Po podstawieniu t = g —X, otrzymujemy dalej
0 : :
fleosx)dx = —[ f(sint)dt = [ f(sint)dt = [ f(sinx) dx.
n 0 0

2

Oty A

b) Napiszmy

},xf(sin x)dx = }xf[sin (mr—x)]dx

0 0
i podstawmy n©—x = t. Wtedy
n 0

[xf(sinx)dx = —[(n—1) f(sint)dt =

0 n

= }(n—t)f(sint)dt = n}f(sint)dt—}tf(sint)dt =
0 0 0

= n}f(sinx)dx— Exf(sinx)dx.
0 0
Stad

[ x f(sinx) dx = gj f(sin x) dx.
0 0

216. Napiszmy najpierw

at+T T a+T

[ f)dx = [fdx+ | f(x—T)dx
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Zauwazmy teraz, ze ze wzgledu na okresowos¢ funkcji f mozemy napisac
a+T a+T

[ f)dx= [ f(x—T)dx.

Po podstawieniu do tej ostatniej catki t = x — T, otrzymujemy

a+T

f f(x)dx = jf(t)dt

Zatem

at+T

j f(x)dx = jf(x)dx—%—jf(x)dx = jf(x

i koniec dowodu.

217. a) Mamy

2 1 2
j|1—x|dx = jll—xldx+ _fll—xldx =

=}( x)dx+j(x—1)dx—% %=1.
b) f(X)dx—szdx+j(2 x)dx-% %g

1
[In x| dx = —jlnxdx-i» jlnxdx

2
Czytelnik uzupelni pozostate obliczenia.

<)

N & O ©

d) Poniewaz
1 dla xe€(0,1)
sgn(x—x3) = Odlax=01ub x=1
—1 dla xe(1,3],
wiec

3 1 3

[sgn(x—x3)dx = [dx— [dx = —1.
0 0 1

2
e) — % (por. rozwiazanie w punkcie d).

218.

x+1 dla xe[—1,0]
X
Fix) = I+ = dla xe(0,1]
§+1(x3_1) dla xe(1,2].

23
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220. Oznaczmy f(t) = |[t— 1]+t + 1j. Wtedy
X 2 dla te[0,1]
j(t)—{% dla (> 1.

Zatem

Fpo_{ 2 daxel0]
VEIx24+1 dla x> 1.

221. Oznaczajac g (t) = ||t—- 1|—2], po prostych rachunkach, otrzymujemy

t+1 dla te[0,1]
gt)=< —t+3 dla te(l,3]
t—3 dla ¢t>3.
Stad

e 2

%+x dla xe[0,1]

2
f(x) = < —%+3x—] dla xe(l,3]
x2
3—3x+8 dla x> 3.

.

dt
222. a) Obliczymy najpierw calke nicoznaczona J—-———— Dzielac licz-
t/t*—1
nik i mianownik przez t?, otrzymujemy

j d [ 1dt
1 /1P —1 J1=1/2°
1

Podstawiajac u = . mamy

J di = J du = arcsin1+C
t /-1 1—u? t '
Zatem
J dt 1 n
——— = —arcsin— + —.
t/tr—1 x 4
7
Stad
rcsin1+n—‘1C
e T T 12

Ostatecznie otrzymujemy, ze x = 2.

b) Latwo sprawdzi¢, ze

1

J dt == —2arcsin(e” %)+ C.
e—
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Stad

dt i

= ——2 i —xlz — .

J = arcsin (e )+2
n2

1
Wstawiajac do naszego rOwnania, otrzymujemy

L T on
—2arcsin(e”*)+ -~ = —

2 6
skad x = In4.
—4 —
23. —/1-x/x +C.

Wskazowka: Podstawi¢ t = ﬁ

224. Po podstawieniu x = sint i calkowaniu przez czgsci, mamy:

arcsinx 1+x2 1
. dx = 1 +sin?t)dt =
J 2 = X Jsinzt( +sin’t)
t? tdt  t? t?
= — = — —|td(ctgt)= — —tctgt
2+Jsin2t 2 J (ctg?) g el

./1——x7

X

. 1 . )
+Injsint]+C = 5 arc sin’x — arcsin x+

+Inix|+C.

225. Podstawmy t = \/ x2+1. Wtedy mamy

- 1
Jx \/x2+1 In/x?>—1dx =§Jtzln(t2—2)dt =

1 . 3 1, ) 1 [ t*dt
=3 Jme ~2a(5) —geme-2 -3 | 5% -

) e

Teraz po podstawieniu t = /x*+1 otrzymujemy zadany wynik.

e, 1/t
=2l -2)—> §+2t+\/§1n

b— 1
226. —2—‘—1 arctg’x+a <x arctg x— iln 1+ x2)> +C.
Wskazowka: Podstawi¢ x = tgt, a nastgpnie zastosowaé calkowanie przez
czesci.

24x2 6x+x3

227, — 1—x2< +C.

> arccos x —

Wskazowka: Podstawi¢ x = cost.
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228. Podstawiajac x = tgt, doprowadzamy nasza catke do calki
Jt-tgtedr.
Te ostatnia catke obliczamy, calkujac przez czesci

tgt tg3t
Jttg“tdt = t<t—tgt+ gT) —J(t—tgt+ %)dl =

t2 tg3t t
- +t<§——tg >—g———ln|cost|+C

2 3 6
Ostatecznie
dex = 1arctg2x+(x—3 —x>arctgx— x—z +
1+x2 2 3 6

2
+§ln(1+x2)+C.

2, EHVTHX) 1114 +xf|
C20-9) a2 I ire—x 2l

Wskazowka: Zastosowac catkowanie przez czesci.
230. x*+C.

231. Podstawiajac t = e* i stosujac catkowanie przez cze;s'ci otrzymujemy

arcsine* d arcsint it 1arcsmt+
X = = — —
e t? ./1—t2
) 1+ /1—¢2
= —;arcsmt—ln(—t——>+C=

= —e *arcsine*—In(1+./1—e*)+x+C.
232. Calkujemy przez czeSci:
1+sinx 1+sinx 1+cosx+sinx
— e dx =" —— — e
1+4cosx 1+cosx (1+cosx)
1+sinx e*dx e*d(cos x)
X — + > —
1+cos x 1+cosx (1+cos x)
L 1+sinx e*dx e~ e*dx
e - — + +C =
1+cosx 14+cosx 14cosx 1+cosx
e*sin x

1+4+cosx
233.

Il

x+C dla |x| <1

Jmax(l,xz) dx = < ;3

2
?—gsgnx+C dla |x| > 1.
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234. Rozwazmy przypadki x > 01 x < 0. Mamy
feMdx =[e*dx =e+C, dla x<0,
feMdx =[e*dx= —e*+C, dla x>0.

Poniewaz wynikiem catkowania jest funkcja ciagta, wigc w punkcie x = 0
powinna zachodzi¢ réwno$¢ —14+C, = 14C,. Stad C, = C, +2. Ostatecznie

je""'dx-— 2—e *+C dla x=0
]l e+C dla x<0O.

235. Nalezy pokazaé, ze G'(yo) = f ~'(¥,) dla dowolnie ustalonego y,. Dla
ustalenia uwagi zatozmy, ze f jest Scisle rosnaca. Wezmy y > y, i oznaczmy
x =11 xo=f (o) Wiedy G(»)—G(yo) = yx—yo%o—(F (x)—F (xo))
Na podstawie twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej istnieje ¢ € (x,, x) takie,
7e F(x)—F (x,) = f(c) (x —x,). Stad otrzymujemy

Yolx —xo) < F(x)—F (xo) < y(x—Xo).

Korzystajac z powyiszej nierdwnosci tatwo pokazujemy, Zze Uy <
< (G(Y)=G(Ny—yo) <f '(y) Po przejsciu do granicy otrzymujemy, 7e

" (¥o) =f ~'(yo)- Podobnie pokazujemy, ze G"_(yo) =/ ~!(y,)- Koniec do-
wodu.

%
236. a) Niech I, = [sin"xdx,n=0, 1,2, .. Calkujac przez czgsci mamy

0
n

2
sin" 'xsinxdx = —sin" " 'xcosx| +

0

[ =

n

O = VA

n

3
+ (n—1) [ sin""2x (1 —sin’x)dx =
0

= (n—l)ln—l_ (n_l)Ina

-1
stad I, = n——I,,ﬂz, n=2,3,4,.. Ponadto
n

Io=g,1,=1.

b) Wystarczy zauwazy¢, ze na podstawie zad. 215a zachodzi

bid n

3 3
fcos"x dx = [sin"xdx.
0 0

1
¢) Niech J, = [(1—x?)"dx. Po podstawieniu x = sint otrzymujemy
0

J:

n

cos?" 1t dt,

O =, A

a wiec wystarczy skorzysta¢ z zaleznosci ustalonych w a i w b.
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237. Wezmy funkcje f:[0,1] — R okreslona nastepujaco

0 dla xelio,%]
Sx) =

1
1 dl = 1.
a xe<2 ]

Funkcja f jest catkowalna na przedziale [0, 1], poniewaz jest monotoniczna.
Nie ma ona jednak calki nieoznaczonej na tym przedziale.

Rzeczywiscie, gdyby f miata catke nieoznaczona F na przedziale [0, 1], to
F'(x) =f(x) dla xe[0,1]. Zgodnie z zad. 98, rozdz. VIII, oznaczaloby to
ze f ma wlasno$¢ Darboux na przedziale [0, 1], co nie jest prawda.

b

238. Wezmy funkcje f:[0,2] — R zadana nastepujaco
1) = {O dla xe[0,1Ju@nTJ0,2]
1 dla xe@ n[0,2].
Wtedy /= 0 na przedziale [0, 1], wigc jest ona catkowalna na tym przedziale.

Metoda podobna jak w rozwiazaniu zad. 193 pokazu_le sie, ze f nie jest
calkowalna na przedziale [0, 2].

239. Przykladem takiej funkcji jest funkcja f okre$lona na przedziale [a, b]
w nastepujacy sposob:
0 = {-—1 dla x wymiernych z [a,b]
1 dla x niewymiernych z [a,b]
(por. rozwiazanie zad. 193).

240. Poniewaz funkcja podcatkowa jest nieparzysta (sprawdzié!), wiec na
podstawie zad. 211 rozwazana catka jest réGwna 0.

241. Wskazowka: W ktorejkolwiek z catek podstawié¢ ¢ = | —x.
242. W zadaniu 215b ustalilismy, ze

L4

fo(sin x)dx = g jf(sin x)dx.
0
Zatem, aby udowodni¢ nasz wzor wystarczy pokazaé, ze

I
n

[f(sinx)dx =2 [/ (sin x) dx.

0

Aby udowodni¢ t¢ rownos¢, napiszmy

}f(sin x)dx = ff(sin x)dx+f f(sin x) dx.
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Podstawmy dalej t = x— g w calce [ f(sin x)dx. Wtedy
%

[ f(sinx)dx = f f[sin <t + g)}

Ale z zad. 215a mamy, ze

n

f(cost)dt.

O“——:w[:

NiR

[ f(costydt = | f(sinr)dt.

Zatem ostatecznie otrzymujemy

O‘—:NL.‘-I

}f(sin x)dx = ?f(sin x)dx Jrff(sinx
0 0 0

Stad wynika Zadana rownosc.

243. Oznaczmy f(u) =

) sin x sin x
sin x) = - = )
J(sinx) 2—sin®?x 1 +4cosZx
Mamy
¥l 3 1
sin x dt T
n = |-—— =arctgl =—.
Jf(Sl X) Jl%—cosx Jl%—tz Ty

0
Zatem, korzystajac z zad. 242, otrzymujemy

n

xsinx . ' 2
dex = J" fsinx)dx = “Jf(sm)c)dx -y
0 Y !

244. Zatdozmy, ze f jest nieparzysta. Wtedy
F(—x)= [ f(t)at.
0

Podstawiajac z = —t, otrzymujemy

Fox) = [ f(=2)dz = — [ [—f(@)]dz = [ f(2)dz = F(x).
0 0 0

co oznacza, ze F jest parzysta.

Podobnie pokazujemy, ze F jest nieparzysta, o ile f jest parzysta.

2x
2 . i 7 k j _—
45. Poniewaz funkcja podcatkowa g(x) T ox 12
dziale [—1, 1], wigc dla funkcji f(x) = [ g (t)dt mamy f”(x) =
0

2| f(sin x)dx.

377

jest ciagla na prze-

g(x), xe[—1,1]
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Stosujac standardowe metody rachunku rozniczkowego widzimy, ze f'(x) =

1 1
=g(x)=0<«x = —%,f’(x)>0¢>x> ——Eorazf'(x) <0e=x< —E.Zatem

1
min f(x) = f< 2>,

max f(x) = max { f(—1), f(1)}.

[-1,1]

Czytelnik wykona rachunki niezbedne dla dokonczenia rozwiazania.

246. Oznaczmy A = j'fz(x )dx, B= j'f(x)g(x )dx, C = jgz(x)dx Roz-

patrzymy dwa mozliwe przypadk1

1°A=C=0.
1 . L
Wtedy, korzystajac z nieréwnosci | f(x)g(x)| < E(fz(x)—i-gz(x)) i catkujac jej

obie strony, otrzymujemy

X)dx: <§|f(X)g(X)Id¥
{j'f dx+j'q x)dx} 0,

stad wynika, ze B = =0< AC=0.

ff(X) g(x)dx

27 Zalozmy, ze jedna z liczb 4 lub C jest rozna od zera. Niech np. 4 # 0.
Rozwazmy dalej wyrazenie (/ f(x)+g(m) , xe[a,b], gdzie A jest parametrem
rzeczywistym. Oczywiscie (Af(x)+g(x))* > 0 dla xe[a,b] oraz ieR. Stad, po
scatkowaniu, otrzymujemy

AA42BA+C =0,

dla 1eR. Oznacza to, ze wyrdznik powyzszego trojmianu kwadratowego
(zmiennej 4) jest niedodatni, tzn. 4B* —4A4C < 0. Stad

B* < AC,

a wiec takze |B| < ﬂ \//E. Nierowno$¢ ta pokrywa si¢ z nierownoscia, ktora
nalezalo udowodnié.

247. Z nierownosci 1 < Inx < = prawdziwej dla x > e wynika w szcze-
e
golnosci, ze
e
= <
X

l
%’ —— < I,dla x> e
vV

Ve
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Calkujac te nierowno$¢ w przedziale [3,4], otrzymujemy
4

4
d
i/gjx‘l/3dx<J X <1
3/Inx
3 3

4

3
Poniewaz Jx‘ 1B dx = 5(?/ 16 — i/9_), a takze (co latwo sprawdzic)

3
%3/2(3/%-3/’9’) > 0,92,

wiec dostajemy stad zadana w zadaniu nierOwnosc.

Czytelnik wyjasni, dlaczego w efekcie koncowym mozemy zachowac ostre
nierownosci.

248. Wychodzac z nieréwnosci x* < x? dla x€[0, 1], otrzymujemy

4-2x* <4—x*—x><4—x* xe[0,1].
Stad (uwzgledniajac, ze 4—2x* > 0 dla x€[0, 1]), mamy

1 1 1
< <
Jé—x>  JA—xr—x3 J4—2x2

Catkujac powyzsza nierOwno$¢ w przedziale [0, 1], otrzymujemy
1

Jl dx <j dx <J' dx
JAi—x2 ) Sa—x—x> ) a2
0 0

0

, xe[0,1].

Z nier6wnosci tej, po uwzglednieniu, ze

Cdx [eanX o
Ja4—x? - 2 o—6
0

oraz

j___dx —ﬁ[arcsini]1 .
NZEST) NN

0
otrzymujemy zadang niero6wnosc.

249. Poniewaz x* < x2dlaxe[0, 1], wigc\/1+x* < /1+x2 dlaxe[0,1].
Stad

J{ dx <f dx
~/1+x2\ J1x*’
0 0
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a wigc

1
d
[In(x+/T+x%)]5 = In(1+./2) < f i
J1+x*
0
Poniewaz In(l+\/§) > 0,78, zatem otrzymujemy nieréwno$¢ po lewej
stronie.

Aby otrzyma¢ nierowno$¢ po prawej stronie skorzystamy z nieréwnosci
Schwarza (por. zad. 246):

1 1
1
0V1+x 1+x

1
Rozkladajac funkcje wymierng —— T 7 ha ulamki proste i wykonujac niezbedne
+ x*

rachunki, otrzymujemy
J dx <x +xf+ 1>
1+x* 4f X —x\/ 2+1
1
% [arctg (x /2 +1)+arctg (x /2 — 1)] + C.
\/ 4

Stad
1

J‘ dx 1 2+V6

e 4\/_ 2 \/_ \/,[arctg ﬁ+1)+

0

+arctg(/2 —1)] < (0,93)

1 koniec dowodu.

250. Wskazowka: Wykorzysta¢ nierdwnos¢ x* < x* < x2 dla xe[0, 1],
skad

x x x
< <
J1+x2 1+ JS1+x*
251. Wskazowka: Zauwazy¢, ze
1
- = =
\/1+x6 \/l-‘,—xz

,xe[0,1].

,dla xe[0,1].
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252. Nierownosé po lewej stronie jest konsekwencja tego, ze 1 < /1+ x*.
Aby otrzymaé nierdowno$¢ po prawej stronie skorzysta¢ nalezy z nierdwnosci
Schwarza z zad. 246.

253. a) Mamy:

1 1
‘x dx < | x"dx = ! .
1+x n+-1
0 0

Stad otrzymujemy zadany wynik.

b) Ustalmy ¢ > 0 dostateczniec male i napiszmy

375
I, = [sin"xdx = | sin"xdx+
0

n

n

2

[ sin"xdx=1,+I,.
L3

273

O = N[A

Zauwazmy, ze

€
I <.
| 2

Z drugiej strony ciagi {I,}, {I,,} sa ciagami malejacymi, wigc istnieja granice tych
ciagébw. Oznaczmy g, = lim I, g = lim I,.

n-—

Z twierdzenia o wartosci $redniej dla calki wnioskujemy, ze istnieje

T & P
C,E (O, 5~ E) takie, ze

I,=sinc," I,-,n=12,..

Z ciagu {c,} (jako ogr_aniczonego) mozemy wybraé podciag {c, } zbiezny do

pewnego ce[O,g———;—J (jest to konsekwencja twierdzenia Bolzano-Weier-

strassa). Stad, wychodzac z rownosci
I, =sinc, "Iy, .,

mamy ¢, = ¢,sinc. Poniewaz sinc < 1, wigc g, = 0. Korzystajac teraz ze
zwiazkow ustalonych na poczatku, otrzymujemy

gs< z
<3
skad wobec dowolnosci ¢ wynika, 7e
g=1lim I, =0.

254. Rozwazmy dwa mozliwe przypadki.

1° Zatdimy, ze f ~(b) < a. Wtedy, uwzgledniajac zatozenia oraz oznacze-
nia i rowno$¢ z zad. 235, otrzymujemy:
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}f@yu+¢f—%mdx=1qm+{¢f-%m~4%f“%nﬂ%=
0 0

=[F@—F(f'®)]+bf ~'b) = } f@®dt+bf"'(b) >

)
>[a—f 'O S(f 7 b)) +bf T (b) = [a—f ~'(b)] b+bf "1(b) = ab.
W powyzszym dowodzie skorzystaliSmy z faktu, ze jezeli f jest rosnaca na
przedziale [ £ ~'(b),a], to f(t) = f(f (b)) dla te[ f ~'(b), a].
2° Zatozmy teraz, ze a < f ~'(b). Wtedy, rozumujac podobnie jak w przy-
padku 1°, mamy:

[f)dx+[f () dx = F (@) —F (£ ~'(b) +bf ~'(b) =
0 0

S
= —[F(f7'®)—F(@]+bf ‘(b)) = — | f@dt+bf ~1(b) >

> — (f'b)—a)b-+bf ~\(b) = ab.

255. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze f(x,) <O dla pewnego
xo € [a, b]. Wtedy z ciaglosci funkcji f wynika, ze istnieje § > 0 takie, ze f(x) < 0
dla xe[xy,—0, xo+0] N [a,b].

Oczywiscie zbior [x,—9, xo+ 0] N [a, b] jest przedzialem niepustym i nie
redukujacym si¢ do punktu. Oznaczmy ten przedziat przez [c,d].

Poniewaz f(x) < 0 dla xe[c,d], wiec

bma<a

Uzyskana sprzecznos¢ konczy dowod.

256. Przypus¢my, dla dowodu nie wprost, ze dla kazdego przedziatu [c,d],
[c,d] < [a,b], zachodzi

inf f(x) = 0.
le,d]

Zalozmy dalej, ze [c, d] jest dowolnie ustalonym przedzialem zawartym w [a, b].
Wezmy dowolny podziat ¢ = x, < x, < .. < x, = d przedziatu [c,d]. Niech m,
oznacza kres dolny funkcji f na przedziale [x,_,x,], k = 1,2, ..., n. Oczywiscie
m, = 0, wigc

Y m4,=0.
k=1
d
Stad wnioskujemy, ze | f(x)dx = 0, a poniewaz f jest catkowalna na przedziale

[c,d], wige

(1) [f(x)dx = 0.
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Ustalmy dalej dowolnie liczbg ¢ > 0 i znajdzmy podziat przedziatu [a,b] na
n rownych czgsci taki, zeby
b—a
2 — Y M;<(b—a)s,
i=1
gdzie M, oznacza kies gorny funkcji f na i-tym z przedzialow otrzymanych

w wyniku dzielenia [a,b] na n rownych czgsci. Mozliwo$¢ znalezienia takiego
b

n wynika z faktu, ze f jest calkowalna na [a, b] oraz [f(x)dx = 0.
Oznaczmy przez P, ten z wyzej opisanych przedziatow, dla ktorego
sup f(x) =M =min{M,M,,..,M,}.

xePy

Wtedy z (2) mamy

w—mMzb_%ngb;“iAasw—@&
skad M < & Zatem !

fx)<e
dla xe P,.

Poniewaz z (1) wynika, ze

jf(x) dx =0

wiec wezmy teraz podziat przedziatu P, na taka ilo¢ rownych czesci (przynaj-
mniej dwie) Q,,0,,...,0p, Z€

P e|P
Pl ¢ LS < el
gdzie |P,| oznacza dtugo$¢ przedziatu P,.
Podobnie jak poprzednio, znajdzmy taki przedzial Q,, zeby M, %
Oznaczmy ten przedziat Q, przez P,. Oczywiscie
fx) <5
dla xeP,.

Postgpowanie to kontynuujemy indukcyjnie wyznaczajac ciag przedma}ow
domknietych {P,}, ktory jest zstepujacy i taki, ze |P,,q < EIP"I (wigc
lim |P,| = 0). Ponadto

n— oo

JO< 5=
dla xeP,.
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Na podstawie twierdzenia Cantora (zob. zad. 98, rozdz. V) wnioskujemy, ze

() P, sklada si¢ doktadnie z jednego punktu Xo. Oczywiscie 0 < f(x,) <
n=1

dla kazdego neN. Zatem f(x,) = 0. Jest to jednak sprzeczne z faktem, ze f jest
dodatnia na przedziale [a, b].

Uzyskana sprzecznos¢ konczy dowod.

2n—-1

257. Zatézmy najpierw, ze
b
[f(x)dx > 0.

Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze zbior miejsc zerowych funkcji f jest
gesty w [a, b]. Wtedy, biorac podziata = x, < x; < x, < .. < x, = b przedziatu
[a,b] wnioskujemy, ze w kazdym z przedzialow [x, _,, x, ] znajduje si¢ przynaj-
mniej jedno miejsce zerowe funkcji f, a zatem m, = inf f(x)=0(k =

[Xae - 1, xk]

=1,2,..,n). Stad

b

f f(x)dx =0,
a wiéc takze

b

[f(x)dx = 0.
OtrzymaliSmy w ten sposob sprzecznosé z zatozeniem.

Na odwrdt, zalozmy teraz, ze zbior miejsc zerowych funkgji f nie jest gesty
w [a,b]. Wtedy znajdziemy przedzial [c,d] < [a,b] taki, ze f nie ma miejsc
zerowych w [, d], a wigc jest dodatnia w tym przedziale. Z zadania 256 wynika,
7€

inf f(x) > 0.

fe,d]
Stad

d

[f(x)dx = (d—c¢) inf f(x) > 0

. fe, d1
i w konsekwencji

Ef(x)dx > ]{f(x)dx >0,

poniewaz f jest z zatozenia nieujemna na przedziale [a, b].
Uzyskana nieréwnos$¢ konczy dowod.

258. Wskazowka: Skorzystaé z zad. 256.

259. Wskazowka: Zauwazyc, ze
a+T a+(k+1)T

[ fdx= [ f(x)dx

a+kT
dla dowolnego ke N.
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260. Wezmy dowolnag liczbe t € [0, b —a]. Wtedy, wykorzystujac wklestos¢
funkcji f, mamy

a+b a+t b—t 1
g Z —_ J— .
f< : ) f( = ) SLf@+0+/ (=1
Catkujac t¢ nierdwnos¢ wzgledem t w przedziale [0, b —a], otrzymujemy

(b—a)f(a;b) > %{brf(a+t)dt+brf(b—t)dt}.
0 0

Stosujac prosta zamiang¢ zmiennych tatwo pokazac, ze

b

brf(a+t) dt = bjaf(b—t)dt = [f(x)dx.
0 0

a

Stad otrzymujemy

a+b\ _°
(1) (b—a)f(—2—> > [ f(x)dx.
Wezmy teraz sieczng taczaca konce wykresu funkcji y = f(x) na przedziale
[a,b]. ROWnanie tej siecznej ma postacé
_S®)—f(@ | bfla@—af(b)
y= x+ .
b—a b—a

Z wklgstosci funkgeji f wynika, ze sieczna lezy pod wykresem funkcji na przedziale
[a,b]. Stad otrzymujemy

b b

J f0dx > J [f(bz @, b f(b)] e
b—
=2 @-+1 b))

Laczac wyzej otrzymang nieréwnos¢ z nieroOwnoscia (1) konczymy dowod.

261. Oznaczmy x, = a+ k(b—a)

, k=1,2,...,n. Ponadto, niech
my, = inf { f'(x): x € [x,_ 1, %1},
M. = sup { f'(x): x € [x;,_ 1, %1},

k=12,..,n
Zapiszmy 4, w postaci

n n

A=Y [ [fG—fdlde= 3 [ (x—x)f (c)dx,

k=1xk-1 k=1xx-1

gdzie x < ¢, < X, Xo = a.



386 XII. CALKA NIEOZNACZONA I CALKA OZNACZONA

Korzystajac z nierownosci
Mi(x—x;) < (x—=x) f'(¢}) < m(x—x)
otrzymujemy
b—aS,< A< b—a ,
B IS (74 IS Sn s
2 2

gdzie s, 1.5, oznaczaja sum¢ dolna i gorna dla funkcji /' na przedziale [a, b]. Stad,
poniewaz f’ jest catlkowalna na [a, b], otrzymujemy

b
. b—alf , b—a
lim n- 4, = — ij (9dx === (f(@)—~f b))
262. Ustalmy liczbe 6 > 0 i rozbijmy przedziat [0, 1] na przedziaty o dtu-
gosci Ax; < 0. Niech n bedzie dowolnie ustalona liczba naturalna. Wszystkie
przedziaty danego w ten sposob podziatu podzielimy na dwie klasy:

(a) Do pierwszej klasy zaliczymy te przedziaty, w ktorych leza liczby P
q

o mianownikach g < n. Liczb tych jest oczywiscie skonczenie wiele, wiec
oznaczajac ich ilos¢ przez k, widzimy, ze w pierwszej klasie nie moze by¢ wigcej
przedzialow niz 2k, (poniewaz jedna liczba moze naleze¢ do co najwyzej dwoch
przedzialow jednoczesnie), a suma ich dlugosci nie przekracza 2k, J.

(b) Do drugiej klasy zaliczamy te przedzialy, ktore nie zawieraja liczb
wspomnianej postaci. Oscylacja w; funkcji f (Riemanna) w kazdym z tych

przedziatow jest nie wigksza niz —.
n

Jezeli teraz sume¢ X w; Ax; rozbijemy odpowiednio na dwie sumy (w kon-
tekscie wyzej opisanych klas), a nastgpnie oszacujemy kazda z tych sum z osobna,
to otrzymamy

1
Zw;Ax; < 2k, 0+ —.
n
. o e . 2 & ..
Biorac nastepnie liczbg ¢ > 01dobierajac n tak, zebyn > —orazd < A widzimy,
8 n
ze X w; 4x; < ¢, co na podstawie twierdzenia umieszczonego na poczatku czesci

C, rozdz. XII, oznacza, ze funkcja Riemanna f jest catkowalna na przedziale

[0,17.
1
Czytelnik pokaze juz bez trudu, ze | f(x)dx = 0.
0
263. Ustalmy dowolnie liczb¢ ¢ > 0. Korzystajac z catkowalnosci funkcji
f na przedziale [a, b], znajdziemy podzial a = x, < x, < ... < x, = b przedziatu

b . n
[a, b] na n podprzedzialow jednakowej dlugosci o = — tak, zeby 6 ) o, < %,
n i=1
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gdzie w; oznacza oscylacj¢ funkcji f na przedziale [x;_,, x;],i = 1,2,..., n (zob.
twierdzenie z czgsci C, rozdz. XII).

Wezmy teraz liczbg htaka, ze 0 < h < 6. Wtedy |f(x+h)— f(x)] < w;+ o,
dla xe[x;_,,x;], i <noraz |f(x+h)—f(x) < w, dla xe[x,_,x,]

Stad otrzymujemy

b n Xi
[If G+ —f(Ndx = Y [ 1fc+h)—f(dx <

a i=1xi-1

< a[(a)l-‘i_()()Z)‘{“((’UZ—*_(03)*— +(wn-—1+('0n)+wn] <
n

<20 ) o <e.
i=1

Analogiczng nierownos$¢ mozemy rowniez uzyskac dla — 6 < h < 0. Koniec
dowodu.

264. Poniewaz

lim f(x)= lim 22— 4,

x—= + oo x—=> + oo 1

wiec biorac pod uwage przyjete zalozenia i korzystajac z twierdzenia
de ’Hospitala, otrzymujemy

x [ f(e)dt
fim 1jf(t)dt= im & = 5im ¥4
x—= +wX x = + © X x> +w 1
0

Uwaga. Wersja twierdzenia de I'Hospitala, z ktorej wyzej skorzystaliSmy,
znajduje si¢ np. w podreczniku A. Birkholca, cytowanego w literaturze jako
pozycja [2].

265. Korzystajac z nierownosci Schwarza (zad. 246), dla x € [a, b] mamy:

< ﬁ[f’(z)]ldt \/j 12dt,

skad (pomewaz f(a) = 0) otrzymujemy

SVx H[f ®]*dt < \/(b a)f[f (t)]*dt.

Poniewaz wyzej napisana nierOwnos$¢ jest prawdziwa dla wszystkich
x€la, b], zatem

(t)-1dt

b
M<\/(b—a)f[f'(t)]2dt

1 koniec dowodu.



Rozpziar. XIII

CALKI NIEWLASCIWE.
WARTOSC GLOWNA CAILKI

2. Rozbiezna. 3. 0. 4. m.

W[ =

+ o

In . . .

5. J X ix = Jz dz, wigc nasza catka jest rozbiezna.

X .
0

1

+ o + o
6. [ xe dx= [ e fdz= —e*|g” =1.
0 0

7. Rozbiezna.

+
8. Je"‘sinxdx= lim —sinx—cosxe_x"=1
A~ o 2 o 2
0
11. Zbiezna.

2n yis
9, ——. 10. ——.
3.3 2.2
12. Zbiezna. Wystarczy skorzysta¢ z nieréwnosci
1+4x2<e* dla x=0.

13. Rozbiezna. Wystarczy skorzysta¢ z nastgpujacego oszacowania:

+ o0 0 [°9)
dx _ dx> dx
xIn(lnx)  JInx~ Jx—1
e2 2 2 N

14. Rozbiezna.
Wskazowka: Wykorzysta¢ oszacowanie

© 1 © 1 ©
xarctgx J‘xarctgx J’xarctgx xarctgx T J‘ dx
dx = dx+ dx > dx+ .
j3/1+x“ Yxt Y+xt Yiext T Yu ) Yx
0 0 1 0 1
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1
15. - 16. Rozbiezna. 17. — 1
18. 1. 19. 2. 20. 2—32
2
0 — o0
1/x -1 2
21. je dx = — J xe*dx = (xe*—e”) =-.
X _w €
-1 -1

22. Wskazdéwka: Aby udowodni¢ zbiezno$¢ nalezy wykorzysta¢ nie-
rownosc
1

1

\/; dx _m
f‘——.md"<f—1r;—z'
0 0

23. Korzystajac z nierownosci

Jx+1<edlax>0,
otrzymujemy

1 1

de <jdx_2
e*/;—l\ \/; .
0

0

Zatem calka jest zbiezna.

24. Mamy nastepujace oszacowanie
1 1 e—1

dx dx dx x
2 > = =In
e*—cosx ef—1 (x+1)x x+1

0 0 0

e—1
= + 0.

0
25. Zbiezna. 26. 1+m/4. 27. 1—In2. 28. m/4.

n J2 @n—1)(2n—3)-...-1-1
2. 2) 16,2 16’ ) Snn—2).-2.a"

40, e ~%, Hay (—1)k+1<';>1n(k+1), g) ©/8, h) %mz.

k=1

b) 3/2,

30. I =1/3.

35. a) Podstawiajac tgx = t, mamy

[e o] [e e}

J_fi_dt = J___dt_._
1+12 \/Z(1+t2).

0 0
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Nastepnie, podstawiajac z = \ﬁ, otrzymujemy

z2—1
—dz = 0.
J1+z4 z

0
©

2z% . . .
Stad, wiedzac, ze J z " , otrzymujemy zadany wynik.

1+~ /5
0 f

b) Wskazdéwka: Zastosowa¢ wzor

fuodx = up" ™V —uv" "Dy I 4 4

+(_ l)k . u(k)U(n—k— 1) +(_ 1)k+ 1 j‘u(k+ I)U(n—k— “dx.

¢) Wskazowka: Zastosowa¢ catkowanie przez czgsci oraz skorzystac
Z rOWnosci

sin x n
dx = —.
J x 72
0
d) Wskazowka: Scatkowac przez czgsci oraz wykorzystaé wynik

o)

je"‘zdx = \/TE

0

. B .
36. Niech y = Ax— ot Wtedy otrzymujemy

]:f(yz) dy = If[(Ax— B (4 £)ax-
(2 Jocom (-2 ]

Podstawiajac x = i pokazujemy, ze ostatnia calka jest rowna

A jf[(At— gﬂ .

Stad otrzymujemy

+ 00 .

- J S0 dy = A J f[(Ax—f) }dx,

— ®

co koniczy dowdd (po uwzglednieniu parzystosci funkcji podcatkowe;).
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37. a) 0, b) —In2, c) 0, d) =, e) 0.
42. Wskazowka: Wykorzysta¢ kryterium Dirichleta z zad. 41.
43. Calka jest zbiezna dla kazdego 4¢€(0,2).
Wskazowka: Zastosowa¢ kryterium Dirichleta i skorzysta¢ z tego, ze
lim 2% — 1.
X
44. Calka jest zbiezna dla A€(0,1).
45. Wskazowka: Skorzystac z zad. 55, rozdz. VII.
46. Calka jest zbiezna dla f > a+1.
47. Zbiezna dla a€(0,1).
Wskazoéwka: Zastosowac kryterium Dirichleta.
48. Zbiezna.
Wskazoéwka: Pokazaé, ze

X 2x n—1)x
1+cos— + cos— + ... + cos — .

. n n n sin x

lim = .

n— o n X

50. Wskazowka: Porownac zad. 49.
in? 1 [1—cos2

51. Ustalmy a > 0. Zauwazmy, ze Jsm X dx = Ejﬂ dx. Gdyby
X X

1 [1—cos2
catka 3 J CO—S—)—Cdx byla zbiezna, to po dodaniu do niej catki zbieznej
X

a
o0

1 2 L[
3 JCOS xdx (por. zad. 42) otrzymaliby$my, jako wniosek, ze catka 3 J & jest
. X

a o0

2a2
- . . sin’x
zbiezna. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze catka J

dx jest rozbiezna,
a
a wigc rozwazana w zadaniu calka jest takze rozbiezna.

52. Gdyby calka jwdx byla bezwzglgdnie zbiezna, to na mocy nie-
roOwnosci o X

sin’x < |sin x|, xeR,
bylaby tez zbiezna caltka

oo}

)
sin®x
dx.
x

0
Przeczy to jednak odpowiedzi do zad. 51.
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54. Podstawiajac x = ae”, otrzymujemy

Jf(—i; + %) Inxdx = ff(e”+e’y)[y+lna]dy =
0 -0

+

-

— o0

+ oo

yf(e+e ?)dy+Ina jf(ey+e‘y)dy.

+ oo
Zauwazmy teraz, ze | yf(e’+e ?)dy = 0, co jest konsekwencja nieparzystosci
— o0

funkcji podcalkowej. Ponadto, podstawiajac x = ae” otrzymujemy

+ oo <9}

Jf(ey+e“y)dy = Jf(E +ﬂ>f1_§,
a x)x

— o 0

co konczy dowod.

55. a) Napiszmy
o) 1 ©

d d
Jf(x"+x"’) lnx%=Jf(x”+x“’) lnx?x +Jf(x"+x“’) lnx?x.
0 0 1

: . . 1 .
Nastepnie, podstawiajac w ostatniej calce x = 7 otrzymujemy

© 1

ff(x"+x“’)lnxd—x = —jf(x"+x“’) lnx‘i—x
X

1 0

i koniec dowodu.
b) Dowdd tej rownosci pozostawiamy Czytelnikowi.
56. Wskazowka: Skorzysta¢ ze wzorow:

, SN X +cos x
2

-X

Jx"e"‘sinxdx = —Xx

n . n 1 -
+ Efx"_le_"smxdx+ EJXH le~*cos x dx,

, Sin X +cos x
2

-X

Jx"e"‘cos xdx = x

n . __ . n| ., _
——Jx” le "smxdx+§Jx" le~*cos x dx,

dla neN.
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57. Dowod rozbieznosci wskazanych calek jest rzecza prosta 1 pozo-
stawiamy go jako ¢wiczenie.

Dalej, ustalmy dowolnie 4 > 1 i oznaczmy n = [A]. Wtedy oczywiscie
< A < n+1 (por. zad. 11, rozdz. III). Mamy wigc

A n+1
1 1 1 1 1
“Km x>d’“<f<5ci‘§>d"<f(m‘§)d"’
1 1

poniewaz funkcja podcatkowa jest nieujemna.

Ponadto, dla dowolnego ke N otrzymujemy:
i+1

Kfl”rl) -3 j([—xj_g)dh
5 a5 -

1
-1 _ _
+2+3+ + 17 In(k—1).

Stad i z (*) otrzymujemy

1 1 1 1
=+t —— < |le=—= <
1+ 3 + ..+ — In(n—1) j([x] x> dx

1 1
<l+=-+4+..+-—Inn
2 n

Korzystajac z powyzszej nierdwnosci oraz z zad. 55, rozdz. VI, otrzymujemy, ze

a0

1 1
1

58. 1—y.

Wskazowka: Przeprowadzi¢ podobne rozumowanie jak w rozwiazaniu
zad. 57.

59. Zauwazmy, ze jedynym punktem osobliwym jest x =r. Nastepnie
skorzystajmy z tozsamosci

x 11
x2—r?  x+r x—r

Teraz, biorac pod uwagg, ze

sina cosa

J ¥ dx = cosax J——ydy—smaxj ydy
xX+r y

(4] r

widzimy, Ze wyzej napisana catka jest zbiezna (por. zad. 43 i 44).
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Dalej, ustalajac ¢ > 0, mamy:

r—e [ee] [e0)
sin ax sin ax sinay
dx+ dx = cosar dy+
X—r x—r y
0 r+e r

r

) cosa
+smarj—ydy+2cosarj
y

£

sin ay

dy.

Ostatecznie
a0

2x sin ax
v.p. frdx = 2cosarj—dy = mcosar.

0

60. Przeksztalcamy nasza catk¢ w nastepujacy sposob:
o (n+1)n n
dx z dx Z dx
x*[sinx|f xlsinx|f n=1 J (x+nm)*|sin x|?"
n nn 0
Stad otrzymujemy
(?x <3 1 'dx .
x*sinx® = =, (nm)* ) |sin x|
n 0
Poniewaz szereg po prawej stronie jest zbiezny dla o > 1, a catka

T

dx
|sin x|?
0
Jest zbiezna dla B e (0, 1), wigc widzimy, Ze nasza catka jest zbiezna dla a € (1, + o0)
1e(0,1).
Z drugiej strony mamy nieréwno$é

T oo}

s

1 dx J‘ dx
L((n+ D)) JIsinx]? = | x¥sin x|f’
0 n
Analiza lewej strony powyzszej nierownos$ci prowadzi do wniosku, ze rozwazana
w zadaniu catka jest rozbiezna dla B > 11 ae(0,1].

61. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze f(x) -0 przy x — + oo.
Pozwala to z kolei zalozy¢, ze f jest stalego znaku na przedziale [0, + o).
Zalozmy np., ze f jest dodatnia.

Mamy teraz, dla ustalonego dowolnie h > 0:

(n+1)h

jfx)dx hLf(W)+f(2h)+ ... +f(nh) < jf(x)dx.
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Stad, przy n — oo otrzymujemy

f Fe9dx<h Y f(nh) < | f(x)dx.
0

n=1
Powyzsze nierownosci daja zadana réwnosc¢.
Uwaga. Z podanego dowodu wida¢, ze zalozenie o monotonicznosci funkcji
f na przedziale [0, c0) mozna ostabi¢, zadajac, zeby f byla monotoniczna na
pewnym przedziale [A4, o).

-X

62. Wezmy, zgodnie ze wskazowka, funkcje f(x) = Latwo spraw-

e ™
dzi¢, ze f jest malejaca na przedziale [0, co). Ponadto

oo} -X

@ e
freoe= 50

Stosujac teraz udowodniony w zad. 61 zwiazek, mamy:
—hn

~dx =1n2.

In2 = hthf(nh = llmhz

+
Po podstaw1en1u t=e" otrzymujemy dalej

n

In2= lim (—Int
n2= lim (-0 ¥ 1

Stad, po uwzglednieniu atwej do sprawdzenia rownosci
—Int

lim = 1’

f-1- 1—
otrzymujemy nasza roOwnosc.

63. Wskazowka: Porownaj wskazowke do naszego zadania oraz roz-
wiazanie zad. 62.

d
64. a) Oznaczmy 4, = Z—XE—, n=1,2,.. Wtedy mozna pokazac, ze
(x*+a”)y
1 2n—1
An+ 1= a . A

2na* (x*+a*"  2na* "
Z powyzszego zwiazku oraz z réwnosci

a0

dx om
x>+a®> 2a’

0
mozna juz wydedukowaé zadana rownosc.

b) Korzystajac z zad. 36 mamy

fe (s >dx—f "‘de=4.

0 0
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n/2

/2
¢) Oznaczmy: I, = | Insinxdx, I, = [ Incosxdx. Podstawiajac w I,
0 0
t = m—x, otrzymujemy, ze I, = I,. Zatem
n/2 : 2 n/2 n/2
AU, =1, +1, = | 1n<s’“2 x)dx = [ Insin2xdx—In2 | dx =
0 0 0

I /2
= —-In2+ [ Insinxdx.
2 0

Nastepnie, po podstawieniu w ostatniej calce ¢t = 2x, otrzymujemy

n/2 n

flnsin2xdx = %Jlnsintdt =

0 0

n/2 moe n/2
= %( Jlnsinth— Jlnsintdt) = flnsintdt =1,.
0 n/2 ]
Ostatecznie

A, =1, gan,
skad I, = — gan.

d) Wskazowka: Podstawi¢ x = sint i skorzysta¢ z punktu c.

e) Wskazowka: Podstawi¢ x = —Insint i skorzysta¢ z punktu c.
f) Po podstawieniu a = sint mamy
sin’x —a? = sin’x —sin%t = sin (x +t) sin (x —¢).

Stad

/2 n/2 n/2

| Injsin®’x—a’|dx = [ In|sin(x+0)|dx+ [ In|sin(x—t)|dx =
0 0 0

t+mn/2 —t+n/2 /2

= | Inlsinuldu+ [ In|sinu/du=2 [ In|sinu|du.
t —t 0

Oczekiwany wynik otrzymamy korzystajac z punktu c.
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65. Ustalmy dowolne m, M takie, ze 0 <m < M. Wtedy

M M M

flax)=f(bx) [ flax) fbx)

I L dx = | ——dx— | ——dx=

X X X
" aM bM " bm " bM
[ [ 10 10 [ 1
z z z z
am bm am aM
Z drugiej strony, mamy z deﬁnicji'
© bM
jf(ax)—f(bx) e lim Jf( f@ jﬁg)dz
X m-0 M- © z
0 am aM
Korzystajac teraz z twierdzenia o wartosci $redniej dla calki, otrzymujemy:

bm bm
[ 124z =) | % =i, v ectam.omy
"o “'L'M

J@ 4y In>, gd M,bM

. () ———f(n) n—,g zie nela 1

aM aM

Jezeli m — 0 oraz M — oo, to oczywiscie ¢ — 0 oraz n — oo, wigc stad otrzy-
mujemy

[ LT 4 pr@)—semning.

0
b b
6.2y >, b l(1+4)n2, o hr, d) .
a p) a 2°b a
68. Rozwazmy funkcje
y(a) = [ e~ cos2axdx, aeR.
0
Zauwazmy, ze y(0) = [ e ¥ dx = \/1—t/2.
0
Nastepnie, rozniczkujac wzgledem a, otrzymamy
y' = —2 [ e *sin2axdx.
[\]
Stad, po scatkowaniu przez czgsci, otrzymamy

a
y' =[e* sin2ax)y —2a § e *" cos2ax dx,
0
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co daje w konsekwencji
y = —2ay.
Rozwiazujac powyzsze rownanie rézniczkowe, otrzymamy y = Ce™*, gdzie

C jest stala. Aby wyznaczyc te stalg wystarczy skorzystaé z faktu, ze y(0) = \/; /2.
Ostatecznie

y(a) = Je"‘z cos2axdx = \/T;e'“z.
0

69. a) Wezmy funkcj¢ y = y(a) okreslong w nastepujacy sposob:

o}

J‘ cos ax |

Zalézmy najpierw, ze a > 0.
Rézniczkujac powyzsza rownos¢ wzgledem a, otrzymamy

a0

, x sin ax i
= — | ——5dx.
Y 1+x?
0
Poniewaz jednak

T_ Jsmaxdx(a >0),
2 X

0
wigc po dodaniu stronami otrzymamy

,+1t sin ax
— = —dx
YT X+

0

Powtarzajac jeszcze raz operacje rozniczkowania wzgledem a, mamy

[ee]

. cos ax p
= — s axX = V.
Y 1+ x? y

0
Rozwiazanie ogélne otrzymanego rownania rézniczkowego ma postaé
y=C,e"+C,e ¢
gdzie C, i C, sa dowolnymi stalymi. Poniewaz jednak

cos ax dx
ly(a)| = J 5 dx <J1+x2 -
0 0
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dla dowolnego a > 0, wigc mozemy stad wywnioskowa¢, ze C; = 0. Z drugiej
strony

dx T
C:=y0) = _[1+x2 2
()
Ostatecznie, dla a > 0

o0
cos ax T _
——dx=2e""
1+x 2
0
co pozwala wywnioskowac, ze

oo}

COS ax T
COSAX iy = el
j1+x2 2

0

dla aeR.
b) ge_ lalsgn a.

Wskazowka: Zastosowa¢ metodg z punktu a.

71. Niech f: [1, ) — R bedzie funkcja okreslona wzorem

_ {0 dla x¢N
f(x)_{x dla xelN.

A
Poniewaz dla ustalonego dowolnie 4 > 1 mamy | f(x)dx = 0, wigc
1

0ff(x)dx =0.
0

Oczywiscie lim f(x) nie istnieje.

X = o

72. Przykladem takiej funkcji moze by¢ funkcja z rozwiazania zad. 71.



Rozpziar XIV

ZASTOSOWANIA RACHUNKU
CALKOWEGO

W =

2. P=

- —

(Inx—In*x)dx = xInx [{ — [ dx—xIn? x[§+
1

+2[Inxdx =3—e.
1

3. Zauwazmy, ze wykresy y =x? y= x> maja punkty wspdlne, gdy
x* = x3. Stad x; =0 lub x, = 1. Zatem

1
1 1 L B | 1
P = 2 __ 3d — [ 23 __ 4 = _=_
J(X ) <3x 4x>0 3 4 12
0
1 2 4

7. Na rysunku 22 pokazano pole, ktore nalezy obliczyé.
A v

di

Rys. 22
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Punkty wspolne krzywych wyznaczymy z uktadu rownan:

P 2=
gty

2

X 2
2=
) y

Rozwiazujac powyzszy uklad, mamy

2 2
x1=2\/;, x2=—2 3‘.

Pole zaznaczone na rysunku obliczymy ze wzoru:

o[ e | )

~4(3 J_ f1n|x+ﬁ-| M e S

2

x i = 2<n—2arcsin\/_2_/3——{—21n3>.

+arcsin—
2|2/23

n 1
8 P=—-—-.
2 3
9. Obliczajac pole rozwazanej figury nalezy obliczy¢ catke¢ wzgledem

zmiennej y, zatem mamy:
0

P= Jyz(y— dy = 1y“— 1y L
4 3 12
1
10. P=73%. 11. P=1.
12. Wyznaczajac granice catkowania zauwazmy, ze
0=x(x—1)>2

Stad x, = 1, x, = 0. Zatem pole rozwazanej petli wyraza si¢ wzorem
0
2 2 ° 2 2 8
P=2 Ddx = 2| Zx52_ Zx312 DY B
j*/;(x )dx [5" 3" ]1 (3 5) 5

1
13. a) Zauwazmy, ze rozwazana figura jest symetryczna wzgledem osi Ox
i Oy. Zatem pole wyraza si¢ zaleznoscia
1

P= 4J(I—x2) 1—x?dx =%.

0
Uwaga. Powyzsza calke obliczamy podstawiajac x = sint.

4 T
b)P—g, C)P_Z'
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14. Z rownan parametrycznych krzywej mamy
dx = a(l —cost)dt.
Stad
2n 2n
P= Jaz(l —cost)(1—cost)dt = a® J(l —2cost+
0

0
2n
= 3na?.

1 1
+cos?t)dt = a®| t—2sint+ —t+ —sin?t
2 4 o

3
15. P = nab. 16. P = gnaz. 17. P = 6ma?.

18. a) Obliczajac granice catkowania nalezy przyrownaé wspotrzedna y do
zera. Zatem 3t—t* =0,skad ¢, =0, t, = \/5 . Nastepnie

/i
S
P=2J(3t—[3)6tdt=2<6t3_§t5> =Z¥
0

0

8
b) P=—.
a 1
19. p=F. 20. P=na2( 18 _9)
8 ab \/_3_

21. Korzystamy ze wzoru na pole we wspotrzednych biegunowych
B

1 2
P=5jr(<p)d<p

gdzie r =r(p) — roéwnaniec krzywej we wspolrzednych biegunowych; o,
pe[0,2xn]. Stad
2n

._1 2 _1 1 2 2 1 24:
P—EJ(acosq)+b) do —§[<2a +b >g0+4a sin 2¢ +

2n

1
+2ab sin (p] =57 (a® +2b?).

0

na?

22. P = 2(12. 23. P=—4—

24. Poniewaz pole jest ograniczone dwoma krzywymi danymi we wspot-
rzgdnych biegunowych, zatem pole obszaru wyznaczonego przez warunki
zadania obliczamy w nastepujacy sposob:
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/2 /2
1 do do 1
P=z |- |5)=5—ct
2(jsm2(p j(ﬂ) 2( i8¢
0 0
1 1( 1) 1
=—4 lim-{ctgop——)=—.
T ¢-02 ® i

25. P = 58-(4—n).

/2 1

/2
(Po>n

+_

0

26. Aby wyznaczy¢ granice catkowania, rozwigzujemy rownanie

3+cosdp = 2—cos4g.

. . 2 7 .
Stad otrzymujemy, ze ¢e[§n, gn:l Dalej

Tn/6 Tn/6
1 37
P= 5( J(3+cos4go)d<p— J(Z—-cos4¢)d<p> = F1:-5\/3.
2n/3 2n/3
51./3
27. P= .
7. P 16
28. P =a’
Wskazowka: Napisa¢ rownanie lemniskaty we wspotrzednych biegunowych.
3
2. P =a? 1+§——\/—_ . 30. P = ~(a®+b).
6 2 2
1.3
31. P =a> 32. S—1+§ln§
1 b_ ,-b
33. S =In3—-. M. 5=In"—2 .
2 et—e

35. Zauwazmy, ze x—x> > 0. Stad x€[0, 1]. Dalej mamy
1

—_— 2 —
S=j - (1 x) J\/l 2x +2x* dx =2,

0 0

36. Na mocy zalozen mamy:

ty t2

1 2
S = J\/a2<—sint+ ———) +a’cos’t dt = afctgtdt =
sint

11 ty
t2

=alnlsint|| = alni—.

51
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2
T

37. S=—R
2

t3
38. Przyrownujac wspotrzedna y do zera, otrzymujemy t— 3= 0. Stad

t,=0,t,= \/5 Dalej mamy
V3 V3
S=2j Q02 +(1—12)2dt =2 | (1+t%)dt =
0

)| s

0

w3 3 5
39.S=—§—. 40. S = ln2+ﬁ
41. S = 8a 42, S=%na

. . - |4 r
43. Rownanie tworzacej stozka ma postac y = h—x. Zatem

h

r\? nr? |
V=TCJ\<'I;X> dx =—h? .

0

1
= gnhrz.

44. a) Objetos¢ rozwazanej bryly wyraza si¢ nastepujaco:
2n

V = 3nab? jcosGt sin?tcostdt =

0
1

= 12nab? J(l 22322 dz = %nab2

0

64
b) V= mna 2p.

45. a) V="2n J(4t——t J(1—t)dt = 2

46. Zauwazmy, ze asymptotq rozwazanej krzywej jest prosta y = 0. Stad

0

V=2 J 4 —Zdex_3n\/' —x2 dx.

o .0

Poniewaz jednak e * dx = \/;572, wiec V=3n./n/32.
0




47.

49.

sposob:

P=
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V = 3n/10. 48. a) V=g1ca3, b) V=n—2.
3 16

V=nr?02.

50. Pole powierzchni rozwazanej bryty obrotowej obliczamy w nastepujacy
n/2
2-21 j asin®t \/(3asin’t cos t)? +(3acos’t (—sin t))*dt =
n/2
= 12na? jsin%sintcostdt = 2ma” sin®t " = 1—52na2.
0

51.

0
2n

P=2n fa(l —cost) \/&2(1 —cost)® +a’sin’tdt =

0

2n n

t\? t 64
= 2na? J‘2 <sin 5) 2 sinzdt = 16ma? Jsin3u du = —3—1ta2.

52.

53.

54.

56.

58.

59.

60.

62.

63.

0

0
2
V= 4—”“—(21 ER) PRV VB)

243 2
V=n[(\/§—\/5)+ln(ﬁ+l)2(\/§ﬁl)].
V= 2“;/E(e"—z). 55. S=%<%ln(2+\/§)+\/§>.
3 241
S = Intg . 57.5=° : .
8 9y, )2
Sa
S = 2. /3 +In(2+/3)).
3ﬁ( +In(2+4/3))
S = 6a. 61. S = 8a.

S = %a(2n./1+4n2 +1n(2n+«/1+4n2)).

S= |1+ % (r(O)—r(@0))-



406 XIV. ZASTOSOWANIA RACHUNKU CALKOWEGO

n/2
2 b2
64. S — 4a J\/1—-" Z sin2t dt.
0
4 3 1 2

1
67. V= 8a%ln 1—-13— — ~b*—ab(da+b).
2a 3

T 1
V= 69. V= —ma’*9n—16).
68 Si—e £ (On—16)
n /0 1 e ,,7- n?
70. ) tim L fim == el (g1
n—+w N n— o n
— e(j;lnxdx — e—l,
2 1 1 1
b) 2 = - — 41 S
) 2, C)a, d)4n, e)31t, f) 4e” 7, g)m+1

71. Korzystajac z definicji pracy oraz definicji catki oznaczonej, mamy

L= lim Z f(g,.)Axi=} f(x)dx.

n=> =1
72. L= 353250kGm.

73. Korzystajac z zalezno$ci podanej w zad. 71, otrzymujemy:

b
J—dx—ceE( 1> =ceE<l—l>.
X/, a b

74. L~ 26800 kGm. 75. L— %(m +3r2 4+ 2R).

76. F =~ 0,52 N. 717. F = 0,17 MN.
78. F = 23 MN.

79. Zauwazmy, ze
1

2 _1 n _1 n 1 n\ 1 n
J(l_x)dx"1<o> 3<1>+5<2> "'i2n+1<n>'

0

Na mocy powyzszej tozsamosci mamy
1 n/2

. 2:4-..-2n—2)2n
1— 2\n — 2n+1 — .
J( X" dx jsm = an—D@nt 1)

0 0
Wobec powyzszych rownosci otrzymujemy zadany wynik.
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80. Dowod nie wprost: Pizyjmijmy, ze f(x) > 0 dla dowolnego x€[a,b].
Wtedy suma catkowa

b— n—1 — —
4S 1(&) > 0, gdzie ake[a+kbn“,a+(k+1)b7"]
=0

nox
b
dla k=0,1,..,n—1. Zatem | f(x) dx > 0 i sprzecznosc.

Analogicznie pokazujemy, ze niemozliwe jest, aby f(x) < 0 dla x € [a,b].
81. Niechf(x) = C;+Cyx+ ... +C,_ x"~ 1+ C,x". Wtedy, wykorzystujac

zatozenie, otrzymujemy
1

C C C C

—C o+ L2y oy mmty T o

J‘f(x)dx 0+ 5 + 3 + + " +n 1
0

Zgodnie z rezultatem z zad. 80 pozwala to wywnioskowa¢, ze istnieja punkty
a, b, €[0,1] takie, ze f(a,) f(b;) <O.

Stosujac twierdzenie Darboux o funkcji ciaglej, otrzymujemy zadany
wynik.

82. b) Podstawmy
(9 (x+./x2—1cos@)(x—+/x*—1cos f) = 1.
Stad

cos —/x*+1+cosp
¢ = .
x—./x*—1cosp

Roézniczkujac obustronnie powyzsza roOwnos¢, mamy

sinodg = sin df
(x—+/x*—1 cos p)?
i dalej
. sin
e x—\/ﬁcosﬁ .
Zatem

do = ap
¢ x—/x2—1cosf

Na mocy powyzszej rOwnosci i (x) mamy zaleznos¢

dp
x+./x*—1coso)'dp = ,
( of do (x—+/x*—1cos p)**

ktora obustronnie catkujemy od 0 do =, co daje dowodzona tozsamosc¢.
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d) Przyjmijmy, ze

a ) b
COSU = ———, SiNA = —————
a*+b? Jat+b?

Stad
acosO+bsinf = . /a*+b? cos (0 —a).

Korzystajac z faktu, ze ¢ (cos(x+2n)) = ¢ (cos x), mamy

a+2n

2n
| @(cosx)dx = [ ¢(cosx)dx.
« 0

Ponadto

2n atn

[ ¢lacos0+bsin0)dd = | o(\/a®+b* cos(0—a))do.
) T

a—n

Po podstawieniu w calce po prawej stronie A = 0 —a, otrzymamy

| o(J/a®+b*cosA)di =2 ¢(/a*+b*cos A)di.
el 0

Wobec dwoch kolejnych tozsamosci otrzymujemy zadany wynik.

e) Obliczamy
72 /4
(*) | g(sin2u)cosudu = | g(sin2u)cosudu+
0 0

n/2
+ [ g(sin2u)cosudu.
n/4

. 1
Podstawmy w drugiej calce po prawej stronie u = ki u'. Wtedy prawa strona

(*) jest rowna

/4
| g(sin 2u)(cos u + sin u) du.
0

Teraz w tej calce dokonajmy zamiany zmiennej, przyjmujac sin2u = cos?y.
Roézniczkujac obie strony tej rOwnosci, mamy

cos2udu = —sin v cos v dv.
Ale  cos2u = \/1 —sin®2u = \/1 —cos*v =sinv-/1+cos?v, a  takze

1+cos®v = 1+2sinucosu = (sin u+ cos u)?. Korzystajac z ostatnich zaleznosci,
otrzymujemy

(sinu+cosu)du = —cosvdv,

co daje pozadang tozsamos¢.
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83. a) Podstawiajac w wyniku uzyskanym w zad. 261, rozdz. XII,
f(x) = x™ a za rozwazany przedzial przyjmujac [0, 1], otrzymujemy

) (1"‘+2"‘+...+n 1)1
lim n —— ==

"o o nmtl m 2

b) Postepujac analogicznie jak w a przyjmijmy f(x) =
przedziat [0, 1]. Wtedy

lim n{ln2— ! -|-—1 + +i _ 1
n n+l n+2 7 2n)) 4

/2

4ab
84. S=4 1— in’t dt.
4. S (a+Db) J\/ (a+b)2$m tdt

0

oraz wezmy
X

n+1 n 3a?
85. S=8a 87. P= —. 88. P=—.
J/AC—B? 2
1
90. P = —9-(b—a)(5y1+8y2+5y3), gdzie y,, y,, y; sa wartosciami zmien-
nej y dla
x_a+b_b—a 3 x__a+b « a+b+b a [3
o2 2 Vs T2 T2 2 V5
64 )
91.P=—3—1ta. 92. P=./2m. 93. P = 2a”.
1 2 2 1 2
94. P = —n(a*+b*). 95. P=-ma
2 4
1,1 1
96. P—Ea (5\/54‘ §1T>
-
P 1 l—e. o4 2sin @,
97. P = t —tg— | |-
1—e* | /1—¢? are g< T4e® 2> 2(1+ecos @)
2
p ecos @,
98. P = -
1—e?|2(1+ecosq,)

- 1 1
Jet+lcoszp,—/e—1sin-g,
1 In 2 2
Je—1 J1+ecosg, '

i 2_12
99. p = 2nb2+2nabar°2nc, edzie C =Y “a b
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2nah 2nb?  aCh J C*h*a® +b*

100. P == JaCh +b* + c s+ = ,
a2+b2

c=N""1—
b

101. Korzystamy ze wzoru

V= EP(x)dx,

gdzie P(x) jest polem przekroju odpowiadajacego odcietej x. Przekroju do-
konujemy ptaszczyzna prostopadta do osi Ox.

Niech r, h beda wysokoscia i promieniem stozka, a tuk podstawy odciety
przez plaszczyzng ma kat srodkowy 2¢. Wtedy

1 1
V(p) = grzh [2¢+Sin @—sin2¢p— gsin 3(/)].

na’

102. V= T[ﬁln(uﬂ) - g]

. 1
103. P =2nin(\/2+1) +2n,/2. 104 P = ?21&12.
32 _
105. P ="Fna’. 106. P = 2na*(2—./2).

107. Zgodnie ze wzorem na prace z zad. 71, mamy

+ o

R? 1
L= ngz dx=ng2<——>
X X

R+h

+ oo

_ mgR?
rRin  RAR

Predkos¢, jaka nalezy nadaé ciatu, by nie powrdcito na Ziemig, wyznaczamy
z zaleznosci

d
o mgR.
X

i
E
B
ol

2
108. F =~ a3). 109. F = gabzy.

8 2
110. V=§1ta3. 111. V=§n2(n2—6)a3.

112. Wskazowka: Skorzysta¢ z uogdlnionej nierdwnosci Jensena

f@iyi+ @+ o +4,5) < f()+ 0/ (9) + - +a,/ (1),
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gdzie f jest funkcja wypukla oraz q,4,,...q, sa takimi liczbami nieujem-
nymi, ze ¢,+¢q,+..+q,=1. Nastgpniec wzia¢ dowolny podzial 0=
=Xy < X; < .. <X, =1 przedziatu [0, 1] i przyjac q; = 4x; y; = ¢(c;), gdzie ¢;
jest dowolnie obranym punktem posrednim z przedziatu [x;_;,x;] (i = 1,2, ... n).
W dowodzie mozna rowniez skorzystac z zad. 102, rozdz. VIII oraz nastepujacej
wlasnosci, ktora wynika w prosty sposob z zad. 258, rozdz. XII:

Jezeli f:[a,b] — (c,d) jest funkcja catkowalna na przedziale [a,b], to

b

(b—a)c < [f(x)dx < (b—a)d.

113. a) Zauwazmy, ze dla x € [0, t/4] mamy
tgn +1

Stad o/ /d
fln+1)= [ gt 'xdx < [ tg'xdx =1 (n)
0 0

x < tg'x.

n/4 n/4

b) f(W)+f(n—2) = j tg"x dx + j tg" Zxdx =

n/4
j tg" 2x (tg2x + 1) dx —jt” 2dt =

) Wskazowka. Skorzystac zZ punktow aib.

114. Na mocy nierdéwnosci Schwarza dla calek mamy:
1 2
= (flrera) -
1 2
- (Juer= (e zwx) <
0

< [(f(o)ydx j (fey 2dx = 1,1,

O ey

115. a) Calkujac przez czgsci, otrzymujemy

b b
[ 20 dx = xf 2 —2 [ x(x) S (x) dx = 1.

Stad otrzymujemy oczekiwany wynik.

b) Korzystajac z punktu a oraz z nierownosci Schwarza otrzymujemy
% = <} xf(x) f(x) dX)Z < fb [f(x)1%dx af [xf (x)]* dx.

116. Zauwazmy, ze jest prawdziwa nastgpujaca nierownosc:

" fb(f(x))"dx <Y (b—a) M,

gdzie M = max J(x).

xela,b]
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.. . k—1 k .
Ponadto istnieje przedziat [T (b—a), - (b—a)] oraz ¢ z tego przedziatu
n
takie, ze f(£) = M. Wtedy na mocy definicji catki otrzymujemy

" M"b;a —eg"/f(f(x))"dx

dla dowolnego ¢ > 0.
Wobec powyzszych nierownosci otrzymujemy teze, gdy & — 0.

2
2
1m7. p="-4 18, v= 2

82 105

1
119. V= §rctgoc [sin ¢ (2 +cos?p — 3¢ cos )].

120. Wskazowka: Zauwazy¢, ze ¢ (x) > 0 oraz ¥ (x) > 0 dla xe[0,1].
1
Nastepnie skorzysta¢ z zad. 112, przyjmujac f(x) = o dla x > 0. W dowodzie
nalezy skorzysta¢ rowniez z zad. 258, rozdz. XII.

121. Wskazowka: Zastosowa¢ wynik z zad. 80 oraz skorzysta¢ z na-
stepujacej rownosci
/2
cos"x sin (nx)d ! 24—22+ +2n
xsin(nx)dx = —— -+ —+ .. + — |,
27HIN1 2 n
0
ktora mozna udowodnic stosujac metode catkowania przez czesci.

1

1
122. Obliczamy najpierw catke Jl(—:——) dx. Podstawmy x = tgt. Wtedy
T
1 n/4 n/4 : +t
In(1 +x) <4
—_ In(l1+tge)dt = |1 2 ——L 1 dt =
J1+2 Jn(+g fn\/ cost
0
n/4 n/4
= gln2+ Jlnsin(% +t>dt— flncostdt = gln2,
0 0

poniewaz, jak latwo si¢ przekonacd, jest spelniona rownosé

n/4 n/4
Jlnsin <g +t>dt = Jlncos tdt.
0 0

Nastepnie wystarczy zastosowa¢ wynik zawarty w zad. 80.
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123. Wskazowka: Czytelnika zainteresowanego tym zadaniem odsytamy
do drugiego tomu podrecznika G. M. Fichtenholza, cytowanego w Literaturze.

124. Wskazowka: Skorzysta¢ z zad. 254, rozdz. XII, przyjmujac
()= xm,
125. Wskazowka: W zadaniu 254, rozdz. XII, przyjac f(x) = In(x+1).

126. Pozostawiamy Czytelnikowi pokazanie rownosci:
1

dex =2 /2-1).

14+ x? 2

0
Nastepnie zauwazmy, ze dla x (0, 1) mamy

2 2
\/1x<\/1x< —

—x2.
14+x2 1 +x*

Stad juz otrzymamy, ze
1

1 —
n(ﬁ 1) = vl_xzdx< v1~-xzdx<
2 ) 14x? 1+x*
0 0
1
<J,/l~x2dx=%.
0
127. Korzystamy z nierownosci
2t 1
— <sint <t,dla te[O,—n}.
T 2
Stad
n/2 n/2
— x2sin2 . —x212 4 nz —x2
Je fsintdt < fe ! P'tdt=w(l—e ).
0 0

128. Wskazowka: Zastosowac calkowanie przez czesci.

b) Stosujac nierownos¢ Schwarza (por. zad. 246, rozdz. XII), mamy

x 2 x x
(je‘/z e+e ¥ dt> < <je’dt> <§(e‘—|—e"2‘)dt>.
0 0 0

Stad, po prostych rachunkach, otrzymujemy

[ [e*te tdt < \/(ex—1)<e"—— % - %e‘z").
0

Ale \/e*+e™ ' > ¢ dla te[0, + o0). Zatem
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X —_—
-1 <[ /e +e " dt
(¢}

Laczac uzyskane nierownosci otrzymujemy nasza nierownosé.

129. Metoda indukcji mozna pokazaé, ze

x) = Jfo(t) (—’;hi_t)"_l dt, gdzie n = 1,2, .

!
Stad
£, = x lffoa)(—li"f;——ldt
i dalej
fx) = nxn=t ffo(r)ﬁd»

1=—t/x)"
! f Fo0 I g g,

co konczy dowod.

130. Zauwazmy, Ze jest prawdziwa nierownosé¢

1
14+x2

— x2
e <

Stad
1
(LX)

Wykorzystujac powyzsza nierowno$¢, otrzymujemy:

—nx2

dlan=1,2,..

© e} n/2
. dx i @n—3)! 1
nx < _ 2n th — .
fe xS T JCOS T
0 0

Teraz po podstawieniu x = —\/, otrzymamy oczekiwana nierownos¢.
n
131. a) Podstawiajac t* = u i nastepnie catkujac przez czesci, mamy
(x+1)2
cosx? cos(x+1)? cosu
2x 2(x+1) 4ut

Sx) = du.

x2
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Nastepnie wystarczy skorzystac z tego, ze —1 < cosu < 1.

b) Podstawiajac w rozwazanej calce ¢’ = u i calkujac przez czgsci, otrzy-
mamy:
ex+1

cose* cose*t! J cosu

fx)= i ” du.

ex
Teraz wystarczy skorzystac z faktu, ze —1 < cosu < 1.

133. Zauwazmy, ze funkcja x f(x) jest rosnaca. Zatem

b b
Uf(x)cos(lnx)dx - fo(x)@dxl <

a b a
< bf(b) Ji‘lsgﬁ) dx| = bf(b)|sin (In b)—sin (In a)] <
< 2bf(b).

134. Wskazowka: Skorzystac z definicji calki oznaczone;.

135. Korzystamy z niero6wnosci

1 2
—>-——dlat>1.
2t (141)?
Calkujac obustronnie powyzsza nierOwnos¢, otrzymujemy
x/y x/y

1 ([ dt 1
L Y
2Jz f(1+t)2 !

1 1
Stad

1. x x—y

“In—>—0<y<x

2y x+y( y )
1 koniec dowodu.

136. Mamy:

/2

L=4{ \/az cos?t +b?sin’t dt =
0

n/4 n/2 i
= 4< | \/az cos’t+b*sin’t dt+ | \/az cos?t 4+ b%sin’t dt).
0

n/4
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Podstawiajac w drugiej calce z = g —t, otrzymamy

n/2 0
) \/a70032t+b2 sin’tdt = — | \/;2 sin?z +b2cos?z dz =
n/4 n/4

n/4
= | \/ﬁinzz +b?cos?z dz.
(o)

Teraz, wykorzystujac twierdzenie o wartosci $redniej dla calek oraz fakt, ze
funkcje ¢ — a?cos?t +b?sin’t, z — a®sin’z +b? cos?z sa rosnace na przedziale
[0, /4], otrzymujemy

n(a+b) < L< nﬂﬂ/a2+b2.



Rozpziar XV

SZEREGI LICZBOWE

1. 1.
2. Wobec tozsamosci

1 RV 1
@n—1)2n+1) 2\2n—1 2n+1

otrzymujemy
Sﬁéla—k-ﬁﬁ:%(“zﬁ—l)'
Stad
S=2 G = S, ‘n‘L“;i(l‘z—fJ:T):%‘
3 S"=%<1—3n1+1>’52%'
4S"=%<1+%+%—nil_n4l~2_n4l—3>’ z%
25,530 wrern) S
6.5=2

1 1 1
S =(1——— ), 5=,
7 5 8< (2n+1)2>’s 8

1
8. S =1—-——,8=
" (n+1)?

5
10. S—gg. 11. lim
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n . 1
12. limsup 2™ = o0. 13. lim cos <s1n—> =1.
n— o n— © n
14. lim n(/n?+1—/n?—1)=2.

15. Szereg rozbiezny.
Wskazowka: Skorzystac z nierdbwnosci
1 1

n+1 <./n(n+1)

. ., .. 11 , .
16. Korzystajac z nierownosci sin— < —, neN, latwo pokaza¢, ze szereg
n o n

,nelN.

jest zbiezny.

17. Szereg zbiezny.

Wskazowka: Skorzysta¢ z nierownosci

—:;(,/n+1 —\/1;) <;1T1/.;, neN.

18. Z nierownosci

SN TN NN

widzimy, ze szereg jest rozbiezny.

19. Wskazowka: Skorzystac z nierownosci

Inn<n—1,neN.

20. Szereg zbiezny.

Wskazowka: Skorzystac z nierownosci

1 1
ln(l + —) <—,nelN.
n/ n
21. Wskazowka: Skorzysta¢ z nierownosci

1 - lnln(n+1)
nlnn Inn

22. Zbiezny. 23. Rozbiezny.

Wskazoéwka do zad. 22 i 23: Skorzysta¢ z nierownosci z zad. 34, rozdz. IX.

dla neNin>2.

24. Rozbiezny.
25. Rozbiezny.

Wskazowka: Skorzysta¢ z nierownosci e* > 1 dla x > 0.
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r J4 . r r 3 . 2
27. Wskazowka: Skorzystac z nierOwnosci sinx > —x dla xe[0,n/2].
T

4
28. Wskazowka: Skorzystac z nierownosci tgx < =X dla xe[0,m/4].

29. Wskazoéwka: Skorzysta¢ z nierdwnosci sinx < x dla x > 0.
30. Zbiezny.

31. Wskazowka: Skorzysta¢ z nierownosci z zad. 88, rozdz. IX.
32. Rozbiezny. 33. Zbiezny.

34. Rozbiezny. 35. Zbiezny.

36. Korzystajac z nierdwnosci In(1+x) < x dla x > —1 (por. zad. 34,
rozdz. IX) oraz z tego, ze

lnn_'_1 = —ln<1—;—1—>, nely

n +1
otrzymujemy
1 1
—In|1- >——,nel.
n+1 n+1
Stad
1 n+1 1 1 1 1
0<-—In <--— = <.
n n n n+l nmnh+1) n
Zatem rozwazany szereg jest zbiezny.
37. Zbiezny. 38. Zbiezny. 39. Zbiezny.
40. Zbiezny. 41. Zbiezny. 42. Rozbiezny.

43. Zbiezny.

44. Szereg rozbiezny dla a > e i zbiezny dla a < e.

45. Rozbiezny. 46. Zbiezny. 47. Rozbiezny.

48. Zbiezny. 49. Zbiezny. 50. Zbiezny.

51. Zbiezny. 52. Zbiezny. 55. Zbiezny dla s > 0.
56. Rozbiezny. 57. Zbiezny. 58. Rozbiezny.

59. Zbiezny. 60. Zbiezny. 61. Zbiezny.

62. Zbiezny. 63. Zbiezny. 64. Zbiezny.

65. Zbiezny. 66. Rozbiezny. 67. Zbiezny.

68. Szereg jest zbiezny bezwzglednie dla p > | oraz zbiezny warunkowo
dad<p<l.
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69. Dla p > | zbiezny bezwzglednie, a dla 0 < p < 1 zbiezny warunkowo.
70. Zbiezny bezwzglednie dla p > 1 oraz warunkowo dla 1/2 < p< L
71. Zbiezny bezwzglednie.

72. Zbiezny bezwzglednie dla p > 1 i warunkowo dla 0 < p < 1.

73. Rozbiezny.

74. Szereg zbiezny bezwzglednie dla p> 1 oraz warunkowo dla
12<p<1.

75. Rozbiezny. 76. Rozbiezny.
79. a) Rozbiezny.

Wskazowka: Skorzystac z faktu, ze lim % = | oraz twierdzenia, z ktorego

n— o

wynika, Ze ciag zbiezny jest ograniczony.
b) Rozbiezny; porownaj wskazowke z punktu a.
¢) Rozbiezny.

Wskazoéwka: Porownac¢ wskazowke do zad. 29.

d) Zbiezny dla ¢ > 2 oraz rozbiezny dla ¢ < 2.

80. Dla neN mamy:
1 1 1 1 1

Qnr 1) it dntl 4(2+n) 4n d@nil)
Stad

{2 1 < lim 1 1 1
e i - — =,
n=1 (2n+1)2 n— 4 4(n+1) 4
81. Wskazoéwka: Zauwazmy, ze

n—1 1 1
n (n=1

Teraz wystarczy wyznaczy¢ sume czeg§ciowa naszego szeregu.

82. Korzystamy z tozsamosci

1 —_— 1
Gk WD = = e e ey

Stad

) | x 1
"1er!0<kg1ﬁ—\/;> - _kgl\/E(\/E'f‘«/k‘*’l)z.

Teraz wystarczy zauwazyc¢, ze otrzymany szereg jest zbiezny.
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83. Zbiezny.

Wskazowka: Skorzystac¢ ze wskazowki do zad. 29 oraz z faktu, ze
1 n
<1+ —) <edlaneN
n

(por. zad. 20, rozdz. VI).
84. Rozbiezny.

Uwaga. Poréwnac¢ wskazowke do zad. 27.

85. Wskazowka: Skorzysta¢ z nierébwnosci Inn < kn'/* dla k,neN (por.
zad. 34, rozdz. IX). Nastepnie, biorac k > 6 otrzymamy, Zze badany szereg jest
zbiezny.

86. Dla dostatecznie duzych n, nelN, zachodzi nieré6wnos¢

1 - 1

(ln n)lnn n2 :

Zatem szereg jest zbiezny.

87. Oznaczmy

x
" 1 n

Inn\"
(=2
=_L.=n(1__).

n
Mamy

Inx, =lnn+nln<1—ln—n>.
n

Korzystajac z rozwinigcia funkcji x — In (1 + x) w szereg potggowy, otrzymujemy

< lnn> Inn 1<lnn>2 <lnn>2
Infl——)=——+{—| +o,{ — ).
n n 2\ n n
gdzie a, » 0 przy n — co. Stad
11 2 2
lnx”=§~r—l—n+anln—n—>o.

n n

Zatem x, — 1, gdy n — o0, co oznacza, ze rozwazany szereg jest rozbiezny.

88. Zauwazmy, ze

m2t (g 2
n—1 2n—1)°

Korzystajac z rozwinigcia funkcji In (1 + x) w szereg potggowy, mamy dalej

1n2n+1_ 2 1/ 2 2+1 2 3+ﬁ 2\
2n—1 2n—1 2\2n—1 3\2n—1 "2n—1)"




422 XV. SZEREGI LICZBOWE

gdzie B, — 0, gdy n — co. Stad otrzymujemy

nlngil—%: 2n+3 < 1 >2+ﬂ 8n < 1 >2‘
2n—1 32n—1)\2n—1 "2n—1\2n—1
Z powyzszej rownosci wynika, ze
2n+1_1
) 2n—1 1
lim -1 =3

n— oo

nln

(2n—1)?
co dowodzi, ze badany szereg jest zbiezny.

89. Stosujac twierdzenie Cauchy’ego o zageszczaniu wnioskujemy, ze
wystarczy zbadac zbiezno$¢ szeregu

0 2k © 1

) ST = ) 52k

k=1 k=1

Stosujac kryterium d’Alemberta, otrzymujemy

. a :
lim **! = lim

k- Ay k*wzk(ﬁ‘l)/z_ '

Zatem rozwazany szereg jest zbiezny.

90. Mamy nastgpujace oszacowanie

2 n2+(=DY) & 3\
e —.
L # 2"\
Stad oraz z kryteridw poréwnawczego i Cauchy’ego latwo stwierdzamy, Ze nasz
szereg jest zbiezny.
91. Mamy nast¢pujace oszacowanie (sprawdzic!)
1-3~...-(2n—1)< 1
2:4-..2n  /an+1
Stad
* 1-3-..-2n—-1) 1 i 1 |
: < a5 < —73-
L 2:4-..-2n  2n+1 L (2n+1)*2 nzl n3?

n=1 n=1 =

,nelN.

Zatem szereg jest zbiezny.

92. Oznaczmy n-ta sume czgSciowa naszego szeregu przez S,. Mozna
pokazac, ze
" 1

Syy=—Y .
2 2k (2k—1)
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Oczywiscie ciag {S,,} jest zbiezny do granicy wlasciwej s. Poniewaz
. ( _ l)n -1
hm T =1
n-w N+ ( — 1)"

wiec ciag {S,,. ) jest zbiezny do tej samej granicy s. Stad wynika, ze badany
szereg jest rowniez zbiezny do s.

=0,

93. Wobec warunku koniecznego zbieznosci szeregu mamy, ze dla dowolnie
ustalonego ¢ > 0 istnieje n, = n,(¢) takie, ze dla n > n, zachodzi nierownos¢

&

na, = ka,+(n—kja, < 5

+a.+ap, + .. +a, <2 -=¢

N ™

Zatem lim na, = 0.

n— o

94. Korzystajac ze wskazowki, otrzymujemy:

N TN TN R P AN B e

=2sing+25ing+2sin% +2sin;—2+...<
< 1 4 1 N 1 N 1 + )=
<rn atgtiet-)=™
Zatem badany szereg jest zbiezny.
95. Mamy
ln<—n_T> n
llm——nj_——:hmln ! =—l—ua
n— © 1 n— o n+1
n

Zatem dla dowolnego o > 0 nasz szereg jest rozbiezny.

96. Szereg rozbiezny.

Wskazowka: Zauwazy¢, ze (Inn)* < n dla n odpowiednio duzych.

97. Z zalozenia istnieje M > 0 takie, ze a, < M dla neN. Stad na, < nM,
. 1 1 L, - . .
a wige - = M n dla n=1,2,.. Rozbieznos¢ szeregu ) — wynika wigc
n n n=1 n

z kryterium porownawczego i z rozbieznosci szeregu harmonicznego.

o0
Aby pokazac, ze szereg Y, jest rozbiezny wystarczy teraz zauwazyc,

n=1nl/n
7€ lim(/r;zl.

98. Wskazowka: Zauwazyc, ze a? < a, dla n odpowiednio duzych.
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99. Przykladu takiego dostarcza szereg

© (1)
Z( !

n=1

100. Szereg zbiezny warunkowo (por. zad. 96).

101. Zbiezny bezwzglednie.
Wskazowka: Zastosowaé kryterium catkowe lub ,chwyt” z rozwiazania
zad. 85.

102. Zbiezny warunkowo.

103. Zauwazmy, ze

© 22n—1

INTERIN I

ra +2" Sim— 142 U

Teraz wystarczy zauwazy¢, ze wyrazy szeregu daza do — 1. Zatem szereg jest
rozbiezny.

104. Szereg rozbiezny, poniewaz nie spetnia warunku koniecznego.

Wskazdwka: Skorzystac z zad. 44, rozdz. VI

105. Mamy nastepujace oszacowanie:

G G Vi B N RS T IS B
\/; Jn+1 l f«/n+ nyn+1 S

Stad wynika, ze rozwazany szereg jest zbiezny bezwzglednie.

0

106. Zalozmy, ze szereg Y. a, jest zbiezny bezwzglednie. Poniewaz szereg

n=1
o

Y. b, jest zbiezny, wiec z warunku koniecznego zbieznosci wynika, ze istnieje

n=1

M > 0 takie, ze |b,| < M dla n =1,2,... Stad
la,b,| < M|a,|, neN.

e}
Na mocy kryterium poréwnawczego oznacza to, ze szereg Y. a, b, jest zbiezny
n=1

bezwzglednie.

107. Rozwazany szereg mozna przeksztalci¢ nastepujaco:
1 1 1 1 * 1
- + - +.=2Y —
J2-1 241 31 /341 n;"~

Zatem badany szereg jest rozbiezny.
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108. Wskazowka: Skorzysta¢ z nierownosci
an

1 1
n <§<af +F>, nel.

109. a) Zalozmy najpierw, ze lim u, = 0. Wtedy istnieje M > 0, takie, ze

u, < M dla neN. Stad
i < " ,neN.
1+M " 1+u,

a0
Pozwala to wywnioskowac, ze szereg ) L

n=1 n

jest rozbiezny.

. . L i u,
Jezeli teraz zalozymy, ze lim u, # 0, to wtedy rowniez lim # 0.

n— o n—o u,

Oznacza to rozbieznos¢ naszego szeregu.

b) Szereg moze by¢ zarowno zbiezny (np. u, =1 dla n=k* i u, = 0 dla
n # k?), jak i rozbiezny (np. u, = —), ¢) zbiezny, d) szereg moze by¢ zar6wno
n
zbiezny, jak i rozbiezny.

110. Postuzymy si¢ nast¢pujaca wersja twierdzenia Cauchy’ego o zagesz-
czaniu:

Twierdzenie Cauchy’ego.

Niech wyrazy szeregu Y  u, maleja. Wowczas szereg Y u, jest zbiezny lub

n=1 © n=1

rozbiezny rownoczesnie z szeregiem Y. m‘a,. gdzie m jest dowolng liczby
k=0
naturalna, m > 2.

Stosujac powyzsza wersje do badania rozwazanego szeregu przyjmijmy, ze
m = pP. Wtedy badany szereg bedzie zachowywal si¢ tak, jak szereg

> 1 1 1 . .
Z W . Ale W < (—pp—)k (k = 4, 5, 6,...), wigC badany szereg jest
k=0
zbiezny dla dowolnego pe N, p = 2.
1
111. Oznaczmy lim supln—u

n
n— o nu

= —1—p, gdzie ¢ > 0. Wtedy znajdziemy

a0
no €N takie, ze dla n > n,, zachodzi u, < 1/n' "¢ Oznacza to, Ze szereg ) u, jest
n=1

zbiezny.

Analogicznie udowadnia si¢ druga cze$¢ zadania.

113. a) Wskazowka: Pokazad, ze jezeli m < n, to

a, a a r

mymrl gy s -t

rm rm+ 1 rn rm
Skorzysta¢ rowniez z warunku koniecznego i wystarczajacego Cauchy’ego
zbieznosci szeregu.
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b) Wskazowka: Pokazac, ze dla kazdego ne N jest spetniona nierowno$é

\/Z <2(/To=Tns1)

Wykorzysta¢ t¢ nierownos¢ do pokazania, ze

0
I <> Y a,.

0
)3
n=l\/a n=1

114. Rozwazmy najpierw pierwszy przypadek, a wiec zalozmy, ze

n< & _ 1) > r > 1 dla n dostatecznie duzych. Stad

an+1
a r
> 14—
an+1 n

WeZmy teraz dowolna liczbe s taka, ze 1 < s < r. Korzystajac z tego, ze

18
<1+—>—1
. n
Iim ~—F——— =35

n— oo 1

n

widzimy, ze dla n odpowiednio duzych bedzie

1\*
(1+3) -1
n

<r.
1
n

Stad

1 S
<1+—) <1+£,
n n

co pozwala wyciagna¢ wniosek, ze
a

1 N
L ><1+—>.
an+1 n

Piszac powyzsza nier6wnos¢ w postaci

1
an+1< n sz(n+1)s
a, n+1 1
nS
e & : .. L .. 1
widzimy, ze szereg ) a, jest zbiezny, poniewaz jest zbiezny szereg Y. — dla
n=1 n=1 n

s> 1.
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Jezeli teraz zatozymy, ze zachodzi przypadek drugi, tzn.

n< D 1) <1
an +1
dla n dostatecznie duzych, to stad mamy

an+1 > n 1/(n+1)
a, _n+l  1/n

n
Wtedy rozbieznoé¢ szeregu Y a, wynika z rozbieznosci szeregu harmonicznego.
i=1
116. Korzystajac z zalozen zadania pokazujemy metoda indukcji na-
stepujace rOwnosci: '
5k
Uak+1 = g2k
5k
U20e+1) = gak+1

dla dowolnego ke N. Stad mamy
Sk +1

Uppry TUsks2 = 42+1°
Oznacza to, Ze rozwazany szereg moze by¢ szeregiem geometrycznym, jezeli

odpowiednio pogrupujemy wyrazy o ilorazie q = T < 1, a wiec jest zbiezny.

117. Niech S, =0, S,= ¥ u,, S=
m=1 n

warunki zadania, jest szereg o wyrazach

u,. Szeregiem, ktory spelnia
1

118

v, = En dlan=12,..

JS=8,_,+/5-5,

118. Szeregiem takim bedzie ) v,, gdzie

n=1

dlan=23,..

forazv -—\/_nfl-i'\/f

119. Skorzystamy z nastgpujacej nierownosci

(1+af > 1+1—’f—a,x>0,a> —1.

.. u . .

Podstawiajac x =¢ oraz a= S "_ oraz biorac pod uwage to, ze
u, S, "t

1+ = —"—, otrzymujemy

ou
-1 "on=273,..
(S > > s, , h ,3,
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Stad

u, 1/ 1 1
WSQ( . —:S,—s>,n=2,3,...

W konsekwencji

Z o u 11
T S
2,51 < S

n=1

co oznacza zbiezno$¢ rozwazanego szeregu.

120. Rozwazmy dwa przypadki.
1° ¢ > 0. Wtedy nalezy wykorzysta¢ wynik z zad. 119.
2° ¢ < 0. Wtedy, korzystajac z nierownosci

ﬂ+_1+ +m+un+k un+1+un+2+"‘+un+k=
Sn+l Sn+2 Sn+k Sn+k
_ §n+k—Sn =1— _Sn
Snik Suii
(przy czym S,, = u, +u, + ... +u,) oraz z faktu, ze lim S, +x = 00, otrzymujemy
S, 1 e
Swe 2"

dla dowolnie zadanego ¢ > 0 i dla k odpowiednio duzych. Stad

E’ﬂ+%’_+2+m+_u"+k
Sn +1 Sn +2 Sn+k
Oznacza to rozbiezno$¢ rozwazanego szeregu dla ¢ = 0. Ale wyZzej napisana

nierownos$¢ bedzie rowniez prawdziwa dla ¢ < 0. Koniec dowodu.

> 1.

121. Wskazowka: Skorzysta¢ z wyniku zad. 120.
122. Wskazowka: Zastosowac wynik z zad. 120 lub kryterium catkowe.
123. Niech b, oznacza liczb¢ powstajaca z a, przez zastapienie jej wszystkich

1 1
cyfr zerami (z wyjatkiem pierwszej). Wtedy b, < a,, a wiec P < b Rozwazmy

dalej zbior B, tych liczb n, dla ktorych b, ma k cyfr. Wtedy
9
1

9

1

. 9k—1 - 0,9 k—1 _
ngk n cgl c.lok—l ( ) cgl

Dalej mamy

1
So = Z ~=2,8289.. <29

c=1

Zatem
LS Y =Y Y —< Y 8509 " =108, < 29.
n=14y a=1b, K=1nekbn k=1
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124. Korzystamy z nieroOwnosci
1
()" > n+

e
(por. zad. 65, rozdz. I). Mamy dalej

© (la,2a,..na,)""

i (@yay..a)!" =3

n=1 =1 (n)*"

B

429

co na mocy nierébwnosci o $redniej geometrycznej i arytmetycznej (zad. 54,

rozdz. I) nie przekracza liczby

i a,+2a,+ .. +na,
n(n!)'’"

n=1

Stad, wykorzystujac nierOwnos$¢ napisana na wstepie, mamy:

X

n=1

n=1k=1

oo}

0 1 © o
= —— < k
Zl kak gk n(n!)ljn Z ay Z

k= k=1 n=k

1
Zdru iej stron
gicj YE,‘ n+1) k
Y (a;a,..a)"<e ) a
n=1 n=1

 ay+2a,+ .. +na, & & kg
n(n!)l/n Z Z n(n')l/n_

125. Skorzystamy z nastgpujacej zaleznosci

1
[2a] = [a] + |:a+ 5]
(por. zad. 63, rozdz. III).
Mamy:

© ['n42k n+1 n+2 n+2k
kz_;o JhFI = 5 + 2 + ...+ W

—n+1+n+1++ .
{22 4 2 Qk+1

(e () -+ (3]

Poczynajac od k-tego wyrazu (k = [log, n]+ 1) wszystkie wyrazy ostatniej sumy

sa rowne 0. Zatem

i 2k
3|5 |-
k=0

1
(sprawdzic!). Ostatecznie

|+~

)+
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127. Korzystamy z wyniku zawartego w zad. 114. Mamy:
()] ]
un+ 1 <1 + 1)
n
Stosujac twierdzenie de I'Hospitala otrzymujemy
1 e 1
lim—| ———~—1|==.
o0 X [(1 FTIE ] 2

Odwotujac si¢ do wspomnianego wyzej wyniku wnioskujemy stad, ze nasz szereg
jest rozbiezny.

128. Dowdd tego twierdzenia jest dos¢ dtugi. Zainteresowanego Czytelnika
odsylamy do [6, t. 2, s. 274-275].



Rozpziar X VI

CIAGI 1 SZEREGI FUNKCYJNE

1. a) Obszar zbieznosci 4 = (—1,1], funkcja graniczna

_ 0 dla xe(—1,1),
f(x)'{1 dla x = 1.

{ f,} nie jest jednostajnie zbiezny do f na zbiorze A, poniewaz f nie jest funkcja
ciagla, a f,(n = 1,2,..) sa funkcjami cigglymi. ’

1dax=0
b) Obszar zbieznosci A4 =R, funkcja graniczna g(x)= { 0 dlz z> O,

Zbiezno$¢ {g,} na zbiorze A4 nie jest jednostajna.
¢) Dla x = 0 zachodzi: lim h,(0) = 0. Wezmy x # 0. Wtedy lim h,(x) =

n— o n— oo
. 1xn? ) . a -
= lim el Poniewaz x2n® — oo przy n — oo oraz lim — = 0 (sprawdzi€ np.

n—w X € a- o

za pomoca reguly de I'Hospitala), wiec lim h,(x) = 0. Ostatecznie obszar

zbieznosci A = R, a funkcja graniczna h(x) = 0 dla xe A.
Dalej zauwazmy, ze funkcje h, sa nieparzyste. Stad

b, = sup |h,(x)—h(x)| = sup h,(x).
xz20

xelR

Korzystajac z metod rachunku rozniczkowego znajdziemy, ze

K, (x) = 2n%e "™ (1—2n°x?) = 0= x = *

2n

1
Stad juz tatwo mamy sup h,(x) = h,,(—-—) = /2ne” 2. Zatem
x20 \/5 n \/’

b, = \/Ene“”2 — 00

skad wynika, ze {h,} nie jest jednostajnie zbiezny na zbiorze R.
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2. Obszar zbieznosci A = R, funkcja graniczna
—n/2 dla x <0,

f(x)= 0 dla x=0,
n/2 dla x > 0.

Zbieznos¢ { f,} do f na zbiorze A nie jest jednostajna.
Ustalmy dalej a > 0 i oznaczmy A, = (— 00, —a] U [a, o). Mamy:

| m
b, = sup | f,(x)—f(x)| = sup |arctg nx — El = 3 —arctgna.
X€Aq x2a
Stad lim b, = 0, zatem f, 3 /.

n—= o

Czytelnik uzupehi brakujace szczegoty w powyzszym dowodzie.

I dla x=0,

0 dla x> 0.
Sprawdzamy fatwo, ze b, = 1 dla n = 1, 2, ... Stad wynika, ze Ju Pt

3. Obszar zbieznosci A =R, funkcja graniczna f(x) ={

4. Zadanie to pozostawiamy Czytelnikowi do samodzielnego rozwigzania.
5. Obszar zbieznosci A = (— 1, ), funkcja graniczna

x dla xe(—1,1),
Sx)=<1/2dla x=1,
0 dla x> 1.

Zbieznos¢ {f,} do f na zbiorze 4 jest tylko punktowa.

6. Obszar zbieznosci A = R, funkcja graniczna f(x) = |x|. Poniewaz

1 1
b, = sup| f,(x)—f ()| = sup( [x*+ ——x) < /-
xelR x20 n n

(dlaczego?), wigc f, %’ f.

7. a) Pozostawiamy catkowicie Czytelnikowi.
b) Obszar zbieznosci A = [0, 1], funkcja graniczna g =0. Mamy tez

n n \" 1
b = — = ——, skad g, Bg.
" il:Aplg,,(x) gl n+1<n+1> o> S In Y

8. Pozostawiamy Czytelnikowi.

9. Obszar zbieznosci A = (0, 17, funkcja graniczna f = 0. Mozna sprawdzi¢
1
(uzywajac metod rachunku rozniczkowego), ze sup | SuX)=f(x)| =1, (\7>?> =
xeAd n

1
=T Stad (dlaczego?) {f,} jest jednostajnie zbiezny na zbiorach B i D, a nie jest
jednostajnie zbiezny na 4 i C.

10. Obszar zbieznosci 4 = R, funkcja graniczna f (x) = x. Biorac ciag
x, = 2mn widzimy, ze |f,(x,)— f(x,) = 2nn, zatem {/,} nie jest jednostajnie
zbiezny na zbiorze R.
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Z drugiej strony sup |f (x)—f(x)] = a—nsin E, gdzie a jest dowolnie
n

xe[—a.a]

ustalona liczba dodatnia. Zatem b, = sup |f,(x)—f(x)] = a—nsin ¢, 0 przy
n

xel[—a.al

n— oo, Zatem {f,} jest niemal jednostajnie zbiezny na zbiorze R.
11. Rozwigzanie tego zadania pozostawiamy Czytelnikowi.
1

1
<
t Mynx 2771

0

waz szereg geometryczny Y,

12. Mamy, ze o dla xe[0, 0)idlan=1,2,.. Ponie-

jest zbiezny, wiec vy CoGaiawie kryierium
2n 1 i J
n=1

Weierstrassa nasz szereg funkcyjny jest jednostajnie zbiezny na zbiorze [0, o).
13. Ustalmy dowolnie x > a. Wtedy
l-n(l +nx) o | < 1

~
nx" nx"

dlan = 1, 2, ...1zbieznos¢ jednostajna naszego szeregu funkcyjnego na przedziale
[a, o0) wynika z kryterium Weierstrassa.

15. Wskazowka: Skorzystac¢ z kryterium Weierstrassa.

16. a) Pozostawiamy Czytelnikowi.
sin nx 1

\/n +x2 \/n+x \4/3

zbieznosci szeregu liczbowego Z —73 1 z kryterium Weierstrassa wynika
n=1 n
zbieznos¢ jednostajna rozwazanego szeregu funkcyjnego na zbiorze R.

b) Mamy dla xeRidlan=12,.

17. Ciaglosc funkgji f na R wynika z tego, ze wyrazy szeregu funkcyjnego sa
funkcjami ci4g1ymi na R oraz szereg ten jest jednostajnie zbiezny na R

Catke j f(x) dx obliczamy jako granice lim j f(x)dx. Aby obliczy¢ f f(x)
a—~w 0
wystarczy scaikowac nasz szereg funkcyjny wyraz po wyrazie na przedznale [0,a].

a
a0

1 . .
Otrzymamy wtedy, ze J fx)dx =Y — arctg%. Korzystajac z tego, ze
n=1n

0

uzyskany szereg funkcyjny (zmiennej a) jest zbiezny jednostajnie na przedziale

o1 a T . . . . .

[0,0) oraz lim —; arc tgF =5 a nastepnie powolujac si¢ na twierdzenie
a—

o przechodzeniu do granicy wyraz za wyrazem, wnioskujemy, ze

x
3

Jf(x) dx = —?: Z —. Stad otrzymujemy (por. zad. 30), ze Jf(x)dx = %

0
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18. Stosujac twierdzenie d’Alemberta-Cauchy’ego-Hadamarda mamy:

11
a) <_E’ E)’ b) (—10, 10),

¢) zbiezny tylko w punkcie x =0, d) R,

11 11
K (‘5’ §>’ ) (‘z’ z>’

11

Czytelnik sprawdzi, jak jest na koncach przedzialow zbieznosci.

19. Dla x = 0 szereg jest oczywiscie zbiezny. Ustalmy teraz x # 0. Wtedy

© N242n
stosujac do szeregu liczbowego )’ n(.2)n;c' kryterium d’Alemberta mamy:
n=1 .
. ((m+ D)) x> (2n)! . (n+1)? , x?
lim e = lim ————————x? = —.
o (2n4+2)! )’ x*"  n-sw(@n+1) (2n+2) 4

Stad szereg ten jest zbiezny jezeli x e(—2, 2).

Mozna sprawdzi¢ (co nie jest rzecza prosta), ze jest on rozbiezny w punktach
x = —2oraz x =2.
Wskazowka: Skorzysta¢ z zad. 55, rozdz. VL

20. Obszar zbieznosci jest przedzialem (—1, 1), funkcja graniczna (suma

1
szeregu) wynosi S(x) = -

0

Zgodnie ze wskazdwka wezmy ciag f,(x)= ) x*=x"+x""'4... =

k=n
S dla xe(—1, 1). Mamy
1—x
: "
b,= sup |f,(x)J= sup 7=
xe(—1,1) xe(—1,1)

Zatem szereg geometryczny nie jest zbiezny jednostajnie na calym przedziale

(—1, ).

21. a) R\{—1, 1} (porownac z szeregiem geometrycznym),
b) R,

¢) (—2,2) (zastosowac kryterium d’Alemberta),

d) R,

e) [0, oo) (skorzysta¢ z kryterium d’Alemberta).

o3} n+2

2.9 f()= ¥ b) f(x) = i 2" sin ™

n
n=0 4

x"
E,



ODPOWIEDZI 435

n+ (3X)2" 1 3 x X_2 x_4
¢ f(x)= n;( ! DT d) f() =12+ +% — 155+
d nxz" © n 1 x2n—1
e) f(x)=n§0(—1) L f) f(x)=n;(—1) T a7
1 —cos2x

g) Wskazowka: Skorzystac ze wzoru sinx =

23. Inx = i (—1)"“(£;—1)n.

n=1

2

e}

U ¥ =142 [(x—l) Gy § e e (2n=5) (= 1)"]

n=3 n!
1 1 x=3 (x—3)? (x—3) 1!
25, - (=t
Sg(x)x3 9+27++() 3 +
1 1 1
w —== .
skazowkax 3 3
3

26. Zapiszmy

1 3 1 1 1
x2+4x+7 3+(x+2)? 3 1+<x+2>2‘

7

1sin(2n—1)x.

1
2. f)= Y 5—

28. Po podstawieniu w rozwinigciu z zad. 27 x = 7, otrzymujemy zadany
wzOr.

29, f(x)=g— i(z _cos(2n—1)x.
=1

30. Po podstawieniu w rozwinigciu z zad. 29 x =0, otrzymujemy

n? 1+1 1+
8 32

+ .- Wtedy, korzystajac z wyzej otrzymanej

1 1
Oznaczmy dalej s = 1+ 2 + 3

rownos$ci, mamy
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Yot fipd Ly LR
e U PR T 2T g e -

2

LI
T3t a2 T8
1 1 2
: 4 4 1 1 1
31. a) f(X) =E_E EZTIC052X+4—2*_—TCOS4X +’62—_:—1~Cos6x 4+,
T 12 cos(2n—1)x sin nx
b = — — - —r == |
) h(x) 2 n;[ﬂ 1) + (=1 . :I

32. {f,} jest zbiezny jednostajnie na przedziale I:O, g] do funkgcji f(x) = x.

33. Obszar zbieznosci A = [0, c0), funkcja graniczna f(x) = 0 oraz f, 3 f
(sprawdzié!). 4

34. a) Obszar zbieznosci A = R, funkcja graniczna f = 0 oraz f,,:R; f.

b) Obszar zbieznosci A = R, funkcja graniczna f = 0 oraz fn% f.

¢) Obszar zbieznosci 4 = R, funkcja graniczna f = 0. Ciag {f,} nie jest
jednostajnie zbiezny do f na zbiorze R. Rzeczywiscie, mamy:

nx
b, = =S () = sup ———
n = SUpLL ()= S () = sup 5~

(tutaj wykorzystujemy nieparzysto$¢ funkcji f,). Teraz, za pomoca rachunku
rozniczkowego tatwo sie przekonac, ze

1
bn =fn(n) ZE’

dlan=1,2,..
d) Obszar zbieznosci A = R, funkcja graniczna f(x) = x. Kwestie roz-
strzygnigcia charakteru zbieznosci ciagu {f,} pozostawiamy jako ¢wiczenie.
e) Obszar zbieznosci A = R, funkcja graniczna f = 0.
Czytelnik sprawdzi, czy ciag {f,} jest jednostajnie zbiezny na zbiorze R.
35. Zadanie to pozostawiamy Czytelnikowi (por. rozwiazanie zad. 34).
36. Zauwazmy najpierw, ze ciag { f,} jest zbiezny punktowo na zbiorze R do
funkcji f = 0.
Dalej, wykorzystujac nieparzysto$¢ funkcji f, oraz metody rachunku
rozniczkowego mozemy pokazac, ze
nx 1
b, =su — =Sup ——— = =—
n = SUPLL) =S (9] = sup 55 = f,(n/n) NG
dlan=1,2,... Stad f,,:R,’f

37. Obszar zbieznosci A = R, funkcja graniczna f (x) = x2. Reszte pozos-
tawiamy Czytelnikowi.
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38. Jezeli xe[—1, 1], to 1+x>" < 2, wiec f,(x) <2/2. Z drugiej strony
f.,(x) > 1, zatem na podstawie twierdzenia o trzech ciagach otrzymujemy, ze
f(x)=lim f,(x)=1dla x| < 1.

Jezeli xeR\[—1, 1], to x2 > 1. Z nieréwnosci 1 +x?" < x>+ x?" = 2x*"
otrzymujemy

x* < fi(x) < x"'V?_.
Zatem f(x) = lim f,(x) = x? dla |x| > 1. Ostatecznie mamy, ze obszarem zbiez-

nosci ciagu funkcyjnego {f,} jest zbior R, a funkcja graniczna f(x) ma postac
i 1 dla xe[—1,1],
f (X) = 2
x* dla x pozostalych.
Dalej zauwazmy, ze dla xe[ —1, 1] mamy

o) —f ()l = o/ Trx2" —1] <2/2 -1,

skad wynika, ze fn:ﬁ f.

Zatozmy teraz, 7z xeR\[—1, 1], a wiec x? > 1. Wtedy, wykorzystujac
nierownos$¢ "/ 14+ x%" < x*+ — (sprawdzi¢, ze tak jest, szacujac rozwinigcie
n

1 n
<x2 + ;> od dotu) mamy:

1 1
1f,)—f () <Y T+x" =x? < xP 4 - —x? =
n n
Stad widac, ze f, 3 f na zbiorze R\ [—1, 1]. Ostatecznie fn% f.
39. Rozwiazanie tego zadania pozostawiamy Czytelnikowi (por. rozwigza-

nie poprzedniego zadania).

40. Obszarem zbieznosci jest R, , a funkcja graniczna f ma postac:

1 dla xe[0,1],
x dla xe(1,2],
fx)=5 2

% dla x> 2.
Czytelnik sprawdzi, czy fn'f;;&i f (por. rozwiazanie zad. 38).
41. Wskazowka: Sko}zystaé z nieréwnosci [nx] < nx < [nx]+1 (por.
zad. 11, rozdz. III). Stad latwo otrzymujemy, ze f,,:m,’ f, gdzie f(x) = x.
42. Mozna pokaza¢ (por. zad. 5 i 37), ze funkcja graniczna f ciagu
funkcyjnego {f,} ma postac

x? dla xe(—1,1),
1
f(x) = 3 dla x=1,

0 dla x>1.
Czytelnik dokonczy zadanie sam.
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43. Funkcja graniczna ciagu {f,} ma postac: f(x) = 0 dla xeR , (radzimy
sporzadzi¢ wykres funkcji f,). Ciag {f,} nie jest jednostajnie zbiezny na R,

bowiem ﬁ,(%) =n.

Czytelnik sprawdzi rowniez, ze nie zachodzi rownos¢ z punktu c, co jest
spowodowane brakiem zbieznosci jednostajnej.

45. Mamy, dla ustalonego neN:

14+x?

Stad iz zad. 15, rozdz. VI otrzymujemy, ze lim f,(x) = ﬁ dla kazdego xeR.

Z drugiej strony

n

2
0= Gt =2
dla xeR. Zatem f,,% f.

46. Rownos$¢ z zadania nie jest, jak tatwo sprawdzi¢, spelniona. Jest to
spowodowane tym, ze ciag {f,} jest zbiezny do funkgcji f, f=0na R, ale nie
jest zbiezny jednostajnie.

47. Zbiezno$¢ jednostajna naszego szeregu funkcyjnego na przedziale [0, 1]
jest konsekwencja nierownosci

1 n \"
[fo () = [, ()l <m+—1)<n+1> ,

dla xe[0, 1] oraz neN (sprawdzi¢ metodami rachunku rézniczkowego) oraz
kryterium Weierstrassa.

48. Niech f(x) = ) x"(1—x)dla xe[0, 1]. Eatwo sprawdzi¢, ze f (1) = 0

n=1
oraz f(x)=x dla xe[0,1). Poniewaz funkcja graniczna nie jest ciggla na
przedziale [0, 1], wigc szereg ten nie jest na tym przedziale zbiezny jednostajnie.

Wskazowka: Skorzysta¢ z kryterium d’Alemberta.
b) (—27,27) na podstawie kryterium d’Alemberta-Hadamarda.
50. Korzystajac z rachunku rézniczkowego otrzymamy, ze

1
L0 < 5

dla ne N oraz dla xeR (sprawdzi¢!). Kryterium Weierstrassa konczy reszte.
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51. (—/ e, e).

Wskazowka: Skorzystaé z kryterium d’Alemberta dla szeregOw liczbowych

1
52. a) Promien zbieznosci r = > przedzial zbieznosci (—5, §> Dla ob-

o 2 oraz ¢g(x) = xf(x)=

liczenia sumy szeregu oznaczmy f(x)= Y —l
n=0

© 2n n+1 1 1 . . . . )
_ Z dla xe(—i, —>. Korzystajac z twierdzenia o rozniczkowaniu
szeregu pot@gowego, mamy:
© 2"(n+1)x" d 1
it S S My =
L 2 1—2x

g'(x) = Z n+1 _
—El)zln(l—2x) dla xe(— )\{0} oraz

1

1
dla xe ( 5 ) Stad

n=0

g(x)=— %ln(l —2x), wiec f(x) =
fO) =1

b) i ¢) pozostawiamy catkowicie Czytelnikowi.

d) Wykorzystujac kryterium d’Alemberta ustalamy, ze r = 3 oraz przedziat
biesnodci . 11
zbieznosci wynosi | — =, = |-

Y 33

Dalej, korzystajac z twierdzenia o rozniczkowaniu szeregu potggowego

otrzymujemy:
3 2

0 3n+1 2n\ 1 © 3n+1 x2 n—1 6 © 3x2 n 6 4
(£ )-8 i) -0
1—Zx

n=1 n4 n=1

Czytelnik dokonczy reszte.
e) Promien zbieznosci r = \/g , przedziat (—ﬁ , \/g ). Dalej oznaczmy

* n(2n+1
fx)= > ﬂ%—)xz", xe(—\/g R \/E ). Calkujac ten szereg wyraz po wyra-
n=1
zie, otrzymamy

0 2n+1 0 2n—1
[rdx= Y Bg = Y T =x g,
n=1 0" n=1 6"
. . . © ann—l )
Dalej, catkujac wyraz po wyrazie szereg gx) =Y, , otrzymujemy
n=1

X ne x> mo1E XA\ 1 XP
R i 26 =2

Stad, po wykonaniu potrzebnych obliczen, znajdziemy f (x).




440 XVI. CIAGI I SZEREGI FUNKCYINE

53. a) Rozniczkujac ten szereg w przedziale zbieznosci (—1,1), otrzy-
mujemy

[e¢] x4n—3 ’ o] 1
T (x) = - a4 Ay 8 )
/(%) <n;4n—3> ,,=1x +x*+x%+ =
dx

Stad f(x) = Jl Czytelnik zechce obliczy¢ te calke.

-— x4 )
b) Pozostawiamy Czytelnikowi.

54. Obszarem zbieznosci szeregu jest zbior R\ [—1, 1]. Rzeczywiscie dla
x>11lub x < —1 mamy:

1

§'|X|"

I

x|
1> =1 = X =1 > [x— 2L _

dla n odpowiednio duzych. Stad:

1 - 2
M+x" " x" “|x|”

n

20

Poniewaz szereg geometryczny Y

n=1

n

jest zbiezny, wigc na podstawie kryte-

o0

rium poréwnawczego otrzymujemy, ze szereg Y T
- X
n=1

bezwzglednie) na zbiorze (— oo, —1) U (1, o0).

Dla xe(—1, 1] widzimy, ze szereg nasz jest rozbiezny, poniewaz nie jest
spetniony warunek konieczny zbieznosci szeregu. Dla x = — 1 szereg nie jest
okreslony.

jest zbiezny (i to nawet

55. To, ze szereg ) x*" 2 jest zbiezny jednostajnic w przedziale
n=1

[—1+a,1—a] jest prosta konsekwencja dobrze znanych faktow. Ponadto,
. 2

fx)=)Y x* 2= ‘l’x_4 dla xe(—1,1). Calkujac teraz wyraz po wyrazie,
—X

n=1

otrzymujemy
x3 X7 x?
=T ax
3T Jl—x"' X

Czytelnik dokonczy rachunki.

56. Z kryterium Cauchy’ego-Hadamarda wynika, ze przedzialem zbiez-
. . 11
nosci rozwazanego szeregu potegowego jest przedziat <—§, §) Zatem

funkcja f jest ciagla w tym przedziale. Teraz, catkujac wyraz po wyrazie
otrzymujemy
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0.125 !
_ x |8 8 1
J f(x)dx = [x+3x*+...+3" 1x”+.,.]})/8=[1_3x]0 =—3=3
0 1— e

57. Rozwazmy szereg 1 —x>+x°+...+x* 3 (—1)"" 1 +... = f(x). Szereg

ten jest zbiezny w przedziale (— 1, 1). Stad f (x) =

po wyrazie, otrzymujemy

1 1 1

Jf(x)dx=j< i (—1)”“x3""3> dx = i (—1)"*'1J‘x3"*3dx=
n=1 n=1 o

0 0

0 n-+1
Z )

Stad

1 1

(=1t dx 11 1 x-2 i I 7+ 3
= =1z — = x—A N
= 3n=2 1+x? 3x+1 3x2—x+1 3 9

0 0

Iagk

Obliczenie sumy drugiego szeregu pozostawiamy Czytelnikowi.

58. Wprawa nabyta w rozwiazywaniu zad. 57 z pewnoScia umozliwi
Czytelnikowi samodzielne obliczenie sumy podanego szeregu liczbowego.
I+x = -1 N 2
(1=x? (1-x* (1-x*

1 dx 1 I
Jf(x)dx= _J(l e J(l—x)3 BTN

= —(I+x+x2+x3+..)+g (),
b
(1-x)*

59. Zauwazmy najpierw, ze f(x) =

Stad

gdzie g(x) =
Ale
d 1
J‘g(x)dx = J\(l_—x)—CF = 1—x = 1+x+x2+x3+...

Stad
g(x) = 142x+3x*+4x> +...

Zatem

[f(x)dx =(—1—x—x*—x*—..)+( +2x43x2+4x>+..) =
= x42x2+3x3+4x*...



442 XVI. CIAGI I SZEREGI FUNKCYJNE

Stad
SX) =1422x+32x2+42x3+ . +n?x" "L+
.. 1
Teraz, po podstawieniu x = 5> Otrzymamy

2

4 9
R=l4s4 5+t gyt

22

60. Oprzec si¢ na rozwinigciu w szereg Maclaurina funkcji dwumianowe;j
(I+x).

61. a) f(x)= —(1+x+x2+..).
b) Zauwazmy, Ze J f(x)dx = l—i;, skad

[f(x)dx =1+x+x2+x3+...

i dalej
S(xX)=142x+3x2+4x3 ...
1
¢) f(x)= i 1—x3+x—x°+...

1
d) Poniewaz o= 1 —x+x*—x*+..., wigc (catkowanie)
x

2 x3 X4

RY
1 = x— 4T 4
In(1+x)=x 2—!—3 4+

1
e) Wskazowka: lnli =In(1+x)—In(1 —x).
—X

f) Wskazowka: Roztozy¢ funkcje f(x) na utamki proste.
x?  x* x®
g f(x)= 1*1—!4"2?—54’"‘
62. Zadanie to, ktorego rozwiazanie sprowadza sie do obliczania calek,
pozostawiamy jako samodzielne ¢wiczenie dla Czytelnika.

63. To ,groznie” wygladajace zadanie stanie si¢ proste, jeZeli naszkicujemy
wykres funkcji f, (n = 1, 2,...). Wtedy stwierdzimy, ze obszarem zbieznosci ciagu
{/»} Jest R, a funkcja graniczna jest tozsamo$ciowo réwna 0 na R , . Ponadto
ciag {f,} nie jest jednostajnie zbiezny na R , .

Czytelnik uzupeini brakujace szczegoty.

64. Dzielac licznik i mianownik funkcji f, przez n® otrzymamy:
+ x P Xl

x4 oo o

n?>  n* n? X 1

1>—)x4+x=x3+1

Julx) =
(x*+x) (1 +
n
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dla x > 1 oraz przy n — oo. Z drugiej strony mamy:

+X3+x+l 1+1

XH S5+—5+— X —

n2  n? n? n? 11 - 1
1\ 1\ x n2+1 nP+1

(x4+x)(1 + P) (x“+x)<1 + ;13>

dla neNidla xe[1, o). Stad wynika, ze f,,ﬁ f.

fa¥)=f () =

d
Obliczenie catki J f(x)dx = j I +xx3 pozostawiamy Czytelnikowi.

1 1

65. Obszar zbieznosci A = R, funkcja graniczna f(x) = x.

66. Metoda indukcji matematycznej mozna pokaza¢ (Czytelnik zechce to
zrobié), 7e f, (x) = —lx—z n=1,2, .. Stad widat, 7e lim f,(x) = O dla xeR.
+nx n— o

Zatem obszarem zbieznosci ciagu (f,) jest zbior R, a jego funkcja graniczna
funkcja f = 0.

X .
Teraz zauwazmy, ze b, = sup|f, (x)—f (x)] = sup —=—==(nieparzys-
xelR x20 /1+nx?
tos¢ funkcji f),n = 1, 2, .... Zdrugiej strony, obliczajac pochodna f}, i badajac jej

1
znak otrzymamy, ze b, = f, T

n) 2\/_

67. Rozwiazanie tego zadania pozostawiamy Czytelnikowi.
Wskazowka: Skorzysta¢ z nierownosci

— fa—1(1) < £i(%) < faa(1)
dla kazdego xeR.

— 0 przy n — co. Zatem f,3 f

0 2

68. Oznaczmy f(x)= ),

X
—— . Zauwazmy, 7€
(LX) Y

i x> _ o ! Lo oo\
n=1(1+x2)"_ 1+ x? (1+x2)2 (1+x2)3 B

1
1 2 2

— T Xy dla x 0.

1 X
14 x?
Zatem
, 1 dla x#0
f(x)'{o dla x=0.

Stad juz jest widoczne, ze szereg ten nie jest zbiezny jednostajnie na zbiorze R.

69. Wskazowka: Skorzysta¢ z kryterium Dirichleta i ze wzoru z zad. 40,
rozdz. 1.
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70. Przy ustalonym xeR jest to szereg liczbowy przemienny, ktorego
wyrazy monotonicznie zmierzaja do zera.

Dla rozstrzygnigcia, czy szereg ten jest zbiezny jednostajnie, wezmy szereg
2

Y (=1t X 5%+ Korzystajac z kryterium Leibniza mamy
k=n (1 +x )
2 xZ
et
2 e <

2 1 n
Ale sup — X ——5w = | 1= =) = 0przy n - oo, wigc szereg nasz jest zbiezny
xelR (1 +Xx )n n—1 n

jednostajnie na zbiorze R.

71. Ciag sum czesciowych tego szeregu ma postaé

dla xe[l,n+1],

1
ka(x)z x
k=1 0

dla x>n+1.
Stad widac, ze

2, filx) = lim Z Ji(x) =

k=1 O p=1
dlax>1

Zauwazmy teraz, ze

" 0 dla xe[l,n),
ka(x)z

K= X dla x>n

S

1
Poniewaz sup Z Si(x)=-— P 0 przy n — oo, wigc stad wynika, ze nasz szereg

x21 k=n
funkcyjny jest zbiezny Jednostajme na przedziale [1, co).
Z drugiej strony

sup |f, (¥)| = —

x21

Lo . S .. o .
dlan = 1,2, ..., a poniewaz szereg liczbowy Y. — jest rozbiezny, wiec jednostaj-
n=1 n

na zbiezno$¢ naszego szeregu funkcyjnego nie wynika z kryterium Weierstrassa.
73. Mamy

11m sup«/ 2+(— 1)" ) =lim sup(2+(—1)") =3

n— oo

Stad r = 3 Jest promieniem zbieznosci tego szeregu.
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74. Wskazoéwka: Wyznaczy¢ kres gorny funkcji f,(x) = x%e™"™* na
zbiorze R, (uzy¢ metod rachunku rozniczkowego).

n

X

1
75. Oznaczmy f(x) = 1% xe(—1,1). Z roéwnosci f(x)=
- 0

n

= 18

oCc

1 0
t jemy, 7 "= f(x) = ——. Stad "= xf(x) = .
otrzymujemy, ze ,21 nx J'(x) T W ngl nx" = x ["(x) (17

Po zrozniczkowaniu wyraz po wyrazie otrzymujemy dalej, ze
d _ . 1+x - x(14+x)
n?x"" ! = (xf'(x)) = ——. Ostatecznie n2x" == )
,,; ( ) (1—x) ,.; (1—x)?







ZASTOSOWANIA
RACHUNKU ROZNICZKOWEGO
I CALKOWEGO

DODATEK



ZASTOSOWANIA W EKONOMII

Pojecia kosziu catkowitego, utargu i zysku, ktorych bedziemy uzywaé w dalszym ciagu, naleza
do podstawowych poje¢ w ckonomii. Bedziemy je oznaczaé¢ przez K (koszt catkowity), U (utarg)
1 Z (zysk). Oczywiscie kazda z tych wielkosci jest funkcja ilosci x wytworzonego produktu, tzn.
K = K(x), U= Ul(x), Z = Z(x). Sa one zwiazane zaleznoscia Z (x) = U (x)— K (x).

W rozwazaniach przyjmuje si¢, ze x jest zmienng ciagla. Wtedy mozemy rozwazaé pochodne
K'(x), U'(x), Z'(x). Nazywaja si¢ one odpowiednio kosztem krancow ym, utargiem krancowym i zyskiem
krahicowym.

lloraz K (x)/x oznaczamy przez k(x) i nazywamy kosztem przecigtnym.

Jezeli w czasie x roboczogodzin wytwarza sie wyroby o wartosci J=/[(x), to wiclkos¢ f(x)
nazywa si¢ wydajnosciq pracy.

Pochodna ['(x) nazywamy wydajnosciq kraricowq pracy (na poziomice x).

1. Bierzemy z banku pozyczke w wysokosci 3000 zt na okres 3 mie-
sigcy oprocentowana w wysokosci 36% w stosunku rocznym. Obliczy¢
sume, jaka zwrécimy do banku przy zatozeniu, ze procent jest skladany co
kwartal.

2. Bogaty wuj zdeponowal w banku sume 10000 zt dla swojego bratanka
w dniu jego urodzin, przy czym oprocentowanie wynosi 9% w skali roku oraz
bank skiada procent co jeden miesiac. Obliczy¢, jaka suma bedzie dysponowat
bratanek z chwila ukonczenia 18 lat.

3. Kwota 1000 zt zostata ztozona w banku na procent skladany kwartalnie
i ulegta podwojeniu po dziesigciu latach. Obliczyé, na jaki procent suma ta
zostata zdeponowana.

4. Wartos¢ produkcji fabryki toreb wynosi 30x —2x2—2 zt za x roboczo-
godzin. Znalez¢ wydajno$¢ kraficowa przy zatrudnieniu 6 robotnikow.

S. Utarg zaktadu naprawy obuwia wynosi 20x —x%— 3zl za przepracowane
x roboczogodzin. Znalez¢ wydajno$é krancowa przy zalozeniu, ze zatrudnionych
jest 5 robotnikow.
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6. Fabryka zatrudniajaca w pracownikow wytwarza narzedzia o wartosci
100w +w?/100—(1/5000) w* z} na dzien. Znalezé wydajnos¢ krancowa, jesli
w = 20.

7. Koszt wyprodukowania x kalkulatorow wynosi
(30x +0,04x%)/(1 +0,0003x7) zt

dla takich x, dla ktérych 0 < x < 100. Przy sprzedazy x kalkulatorow cena
jednego kalkulatora wynosi 100—0,05x z. Ile wynosi zysk krafcowy, jezeli
sprzedano x kalkulatorow?

8. W fabryce produkujacej buty koszt wyprodukowania x par butdow
wynosi (4x +0,02x%)/(1 4+ 0,002x3) zk. Przy zalozeniu, Ze cena jednej pary butéw
przy sprzedazy x par wynosi 25—0,02x zl, znalez¢ zysk krancowy, jezeli
wiadomo, ze sprzedano x par butow.

9. Zaktad wytwarzajacy pizze ponosi koszt (5x +0,01x2)/(1 +0,001x?) zt za
wyprodukowanie x sztuk pizzy. Cen¢ pizzy ustala si¢ zgodnie z regula:
cena = 7—0,05x, jezeli wyprodukowano x sztuk pizzy. Wyznaczy¢ zysk kran-
cowy przy zalozeniu, ze sprzedano wszystkie x sztuk pizzy.

10. Koszt catkowity K wyprodukowania x puszek rozpuszczalnika jest
dany wzorem

K (x) = 20+5x—0,01x? zk.

a) Znalez¢ koszt krancowy przy zakupie 84 puszek rozpuszczalnika.

b) Wyjasni¢ powiedzenie: ,,Im wigcej kupujesz, tym taniej to kosztuje”,
postugujac si¢ pojeciem kosztu krancowego.

¢) Znalez¢ wielko$¢ x, dla ktoérej nie mozna juz stosowac¢ wzoru na K (x).

11. Koszt k oleju napedowego, wyrazony w groszach na kilometr, moze by¢
zapisany jako iloczyn k = s- ¢, gdzie s jest szybkoscia zuzycia oleju w litrach na
kilometr, natomiast ¢ jest cena oleju w groszach za litr. Jezeli s i ¢ zaleza od czasu
{usterki samochodu, zmiany cen itp.), to takze k zalezy od czasu. Szybkosci zmian
sa zwiazane oczywista zaleznoscia

dk_ dc+)ds
ar Cdar Car

Zinterpretowac kazdy skladnik po prawej stronie powyzszej rownosci.

12. Cena jajek, w groszach za tuzin, wyraza sie wzorem ¢ = 55/(p—1)?,
gdzie p jest podaza jajek wyrazona w jednostkach 10 tys. tuzinow. Zalozmy, ze
1 lipca 1995 r. podaz wynosi p = 2,1 oraz, ze maleje ona z predkoscia 0,03 na
miesigc. Jak szybko ro$nie wtedy cena?

Wskazowka: Zauwazyé, ze ¢ = f(p), gdzie podaz p jest funkcja czasu
tzn. p = p(1). Zatem c (1) = f(p ().
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13. Cena ksiazek (okreslonego tytutu) rosnie z predkosciag 2 zt na rok.
Ponadto, cena ksiazek ro$nie wraz z ich waga z predkoscia 12 zt na kilogram. Jak
szybko wzrasta waga ksiazek?

14. Predkosc inflacji w pewnym panstwie w 1987 r. wynosita w przyblizeniu
p(¢) = 20[14(t>—6t)/500] procent na rok, gdzie t oznacza czas mierzony
w miesigcach od poczatku roku. W ktorych miesiacach inflacja malala?
Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkgji p (¢).

15. Zysk pewnej spotki wynosi Z(t) = 15000 exp (0,3t —0,01¢%), gdzie
t oznacza czas mierzony w latach od 1 stycznia 1980 r. Kiedy zysk spotki bedzie
najwigkszy?

16. 15 km od domu przypominasz sobie, ze zostawile$ otwarty kran z woda,
przy czym koszt wyplywajacej z niego wody wynosi 30 groszy na godzine. Koszt

3
jazdy do domu oblicza si¢ wedtug wzoru 18 + % groszy, przy predkosci s km/h.

Z jaka predkoscia nalezy jechac, zeby zminimalizowac catkowity koszt przejazdu
i wody?

17. Wyznaczy¢ liczbe jednostek towaru, jaka nalezy wyprodukowac, aby
zmaksymalizowac zyski, jezeli funkcje kosztu i utargu sa dane wzorami

K (x) = 360+ 80x + 0,002x2 +0,00001 x3

U (x) = 100x —0,0001x>.

18. Cena p jaka uzyskuje si¢ za jednostke pewnego towaru zalezy od
wielkosci dostawy x tego towaru wedlug wzoru p = ;_lf)iéljm Dla jakiej
wielkosci dostawy uzyska si¢ najwigkszy utarg? .

19. W pewnym przedsigbiorstwie wytwarzajacym jednorodna produkcje
stwierdzono, ze miedzy kosztem produkcji K i wielkoscia produkgji x, x > 0,
zachodzi zalezno$¢

1
K (x) = §x4—— 144x% 4 900x.
Wyznaczy¢ optymalna wielko$¢ produkcji, jezeli przyjmie sie za kryterium
optymalnosci koszt jednostkowy k (x) = K (x)/x.

20. Koszt catkowity K (x) wyprodukowania x jednostek pewnego towaru
wyraza si¢ wzorem K (x) = 0,01x> + 10x + 160. Jakie powinny by¢ rozmiary produk-
cji, aby koszt wyprodukowania jednej jednostki tego towaru byl jak najmniejszy?

21. W pewnym przedsigbiorstwie funkcja kosztow przecietnych jest dana
wzorem k(x) = 0,1x?—3x+40+ —. Dla jakiej wielkosci produkcji koszt kran-
X

cowy bedzie najmniejszy?
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22. W pewnym przedsigbiorstwie koszt catkowity wyprodukowania x ton
danego wyrobu wyraza si¢ wzorem K (x)= 0,0001x3 —0,1x?+40x+ 1. Przy
sprzedazy wytworzonej produkgji przedsigbiorstwo moze uzyskac ceng p zalezna
od wielkosci podazy x wedtug wzoru p(x) = 88—0,1x. Dla jakiej wielkosci
produkcji zysk przedsigbiorstwa bedzie najwigkszy?

23. Cena zbytu wyrobu jest rowna p z/jednostke. Koszt catkowity K (x) jest
dany wzorem K (x) = 0,1x? + 10x + 40, gdzie x oznacza ilo$¢ jednostek wyrobu.
Dla jakiej wielkosci produkcji zysk przecigtny na jednostke wyrobu jest
najwieckszy?

24. Natezenie d dostaw towaru do magazynu (mierzone iloScia ton
dostarczonego towaru na jednostke czasu) jest zmienne w ciaggu miesiaca (30 dni)
i po t dniach (liczac od poczatku miesigca) wyraza si¢ wzorem

d(t) = t*— 601> +900¢%.

W ktorym momencie nat¢zenie dostaw bylo najwigksze? Ile ton towaru
dostarczono od tego momentu?

25. Wyznaczyé¢ liczbe x jednostek towaru, jaka nalezy wyprodukowac, zeby
osiggna¢ maksymalny utarg, jezeli cena p jednostki towaru przy sprzedazy

x jednostek wyraza si¢ wzorem p(x) = /12000 —2x.

26. Wiasciciel planuje wykona¢ ogrodzenie ogrodu warzywnego o powierz-
chni 100 m?2. Ogrod powinien mie¢ ksztalt prostokata z jednym bokiem lezacym
na granicy posiadtosci. Trzy boki ogrodzenia kosztuja po 12 zt za metr biezacy,
natomiast koszt ogrodzenia na granicy posiadtosci wynosi 3 zt za metr biezacy.
Jakie powinny by¢ wymiary ogrodu o najmniejszym koszcie ogrodzenia?

27. Parkanem dlugosci 120 m nalezy ogrodzi¢ przylegajacy do istniejacego
juz muru prostokatny teren (mur jest czgscia ogrodzenia). Jaka powinna byc
dlugo$é czeéci ogrodzenia rownoleglej do muru, aby ogrodzenie objeto najwigk-
szy prostokatny obszar?

28. Koszt eksploatacji statku w ciagu godziny ptywania wyraza si¢ wzorem
empirycznym K (v) = a + bv?, gdzie aib sa stalymi dodatnimi, ktore powinny by¢
obliczone dla kazdego statku osobno, natomiast v jest predkoscia statku w km/h.
Przy jakiej predkosci statek przeplynie dowolna droge przy najmniejszych
kosztach?

29. Niech dana bedzie funkcja f:(a,b) > R oraz x,€(a, b). Zakltadamy, ze
f(x,) # 0. Jezeli istnieje skonczona granica
i Gt () 1
h=0 S(xq) h
to nazywamy ja tempem wzrostu funkcji f w punkcie x, i oznaczamy przez
To(xq).
o
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Pokazac, ze

J'(xo)
S (xo) ’

30. Zatozmy, ze f:(a,b) > R, x,€(a, b) oraz f(x,) # 0. Skonczona granice
(o ile taka istnieje)

i SO0+ B —=f(xo) %

neo o J(xo) h

bedziemy nazywac elastycznosciq funkcji f w punkcie x,, i oznaczaé przez E 1 (x0)-
Udowodni¢, ze

Tf(xo) =

J'(x0)
Of(xo) '
31. Zatdézmy, ze funkcje f i g sa rozniczkowalne w punkcie x, oraz
f(xo) # 0 # g(x,). Pokazac, ze
a) Efg(xo) = Ef(x0)+Eg(xO)
b) Eqy=E(xo)— E, (x,).

Wskazowka: Skorzysta¢c ze wzorow na pochodna iloczynu i ilorazu
dwoch funkgji.

Ef(xo) = Xy T/(xo) =X

32. Niech f bedzie funkcja rozniczkowalna w punkcie x, oraz f(x,) # 0.
Zalbzmy, ze przyrostowi argumentu x o s % liczac od x, odpowiada przyrost
warto$ci funkcji f o g %. Pokazaé, ze zachodzi wtedy przyblizona rownosé:

q = SE (x).

33. Przyjmijmy, ze popyt p na pewien towar jest odwrotnie proporcjonalny

a .
do ceny x tego towaru, tzn. p = —, gdzie a > 0 oraz x > 0.
X
a) Wyznaczyc¢ elastycznos$¢ popytu.

b) Jak (procentowo) zwigkszenie ceny towaru o 1% wplywa na zmiane
popytu?

34. Funkcja g(x) = /2x+1 opisuje zaleznos¢ podazy q pewnego towaru
od ceny x tego towaru. O ile procent (w przyblizeniu) wzrosnie podaz, jezeli cena
wzrosnie o 1% liczac od x, = 4?

35. Funkcja popytu p(x) i podazy q(x) pewnego towaru sa okreslone
nastepujaco:

1 2
p(x) =80—3x— 5—0-x ,

1 2
q(x) = 50— %x
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dla x €(0, 50), gdzie x oznacza ceng¢. Znalez¢ ceng rOwnowagi tzn. ceng x,, przy
ktorej p(x,) = q(x,) oraz wyznaczy¢ elastyczno$¢ popytu i podazy przy cenie
rownowagi.

36. Niech x > 0 oznacza wielko$¢ produkcji pewnego towaru i niech
funkcja kosztow bedzie dana wzorem K (x) = x*+ 1. Wyznaczy¢ elastycznos¢
funkcji kosztow krancowych.

37. Niech p > 0 oznacza ceng¢ jednostki pewnego produktu, x — ilo$¢
. L 1
produktu, ktora mozna sprzedac po tej cenie. Przy zalozeniu,zep = p(x) = ——

x+1
znalez¢ elastycznos¢ utargu krancowego.

38. Wyrazi¢ elastycznos$¢ funkcji kosztow za pomoca kosztu krancowego
i kosztu przecigtnego.

39. Wyznaczy¢ zwiazek miedzy elastycznoscia kosztu catkowitego a ela-
stycznos$cia kosztu przecigtnego.

40. Podaz masta f (w kg) jest funkcja ceny masta x (w zt za kg) i ceny mleka
y (w zt za litr). Przypusémy, ze funkcja ta jest okre§lona wzorem

flxy) = oc\/;c—_y (o = const).

O ile w przyblizeniu zmieni si¢ podaz masta, jezeli:

a) cena masla (7 zI za kg) wzrosnie o 0,07 zl, natomiast cena mleka
pozostanie nie zmieniona,

b) cena masla pozostanie nie zmieniona, a cena mleka (0,3 zt za litr)
wzrosnie o 0,01 zI?

41. Przy tej samej zaleznosci podazy masta od ceny masta i mleka jak
w zadaniu 40 obliczy¢, o ile % nalezy obnizy¢ ceng masla (przy utrzymaniu tej
samej ceny mleka), jezeli chcemy zwigkszy¢ podaz masta o 2%.

42. Przypusémy, ze funkcja produkcji pewnego przedsigbiorstwa za rok
1990 wyraza si¢ tzw. wzorem Cobba-Douglasa postaci

f=f(xy) = 1,02x%37y%*3,

gdzie f oznacza wartos$¢ produkcji przedsigbiorstwa, x — zatrudnienie (mierzone
funduszem ptac), y — $rodki trwale (obliczone wartoSciowo).

a) Obliczy¢ elastycznos¢ produkcji wzgledem zatrudnienia oraz wzgledem
srodkow trwatych.

b) Jak zmieni si¢ warto$¢ produkcji, jezeli zwigkszymy zatrudnienie o 3%
(przy ustalonym poziomie srodkow trwatych)?

43. Zatézmy, ze do wyprodukowania f jednostek towaru jest wykorzy-
stywanych x jednostek kapitatu oraz y jednostek sily roboczej. Funkcja
f=f(x,y) jest w ekonomii wyrazona wzorem Cobba-Douglasa

f(x,y) = kx*y' 72,
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gdzie k i o sa statymi dodatnimi, przy czym a < 1. Niech f(x,y) = x!/5y*/5 oraz
zalozmy, ze kazda jednostka kapitatu kosztuje K zi, natomiast kazda jednostka
sity roboczej L zt. Zaldézmy dalej, ze catkowita wartos¢ kosztow zaangazowanych
w produkcje wynosi M zt (tzn. Kx+ Ly = M). Jaki kapital oraz sita robocza
zmaksymalizuje produkcje?

44. Detale pewnego wyrobu sga produkowane z Zelaza, aluminium i mag-
nezu. llos¢ detali, ktora moze by¢ wyprodukowana z x ton aluminium, y ton
zelaza oraz z ton magnezu, wyraza si¢ wzorem Q (x,y,z) = xyz. Koszt 1 tony
aluminium wynosi 60 zt, zelaza — 40 zt oraz magnezu — 80 z1. Ile ton aluminium,
zelaza 1 magnezu nalezy zuzy¢, zeby wyprodukowac 1000 detali po mozliwie
najmniejszych kosztach?

45. Firma uzywa welny i bawelny do wyrobu pewnego typu materiatu. Ilo$¢
materialu wyprodukowana przy uzyciu x kg welny i y kg bawelny wynosi
Q(x,y)=xy—x—y+1 (x> 1, y>1). Cena welny wynosi p zl/kg, natomiast
cena bawelny wynosi g zt/kg. Firma moze wydac¢ B zt na zakup surowcow. Jaka
ilos¢ wetny i bawelny powinna zakupi¢ firma, zeby wyprodukowac jak najwiecej
materiatu?

46. Rurociag dtugosci [ jest zbudowany z przewodu dtugosci [, o $rednicy
D, potaczonego z innym przewodem dlugosci [, o $rednicy D,. Rurociag
powinien przepompowywac Q litrow na sekundg pod cisnieniem h. Koszt jest zre-
dukowany do minimum przez minimalizacj¢ kosztu K = [, (a+bD,)+1,(a+bD,)
(a,b — stale) przy warunkach

L+ =1
) )
h=kQm| % + 2],
¢ <D’1"1 D72
gdzie k, m, m,, m, sa statymi. Pokazac, Ze jesli koszt jest minimalny, to D, = D,

47. Utarg krancowy dla przedsigbiorstwa przy poziomie produkcji x wynosi
15—0,1x. Niech U (x) oznacza utarg. Znalez¢ U (100), przy zatozeniu, ze U (0) = 0.

48. Zalozmy, ze utarg krancowy przedsigbiorstwa na poziomie produkcji
x jest dany wzorem: U'(x) = 30 —0,02x —0,0001x2. Znalez¢ U (300) przy zatoze-
niu, ze U(0) = 0.

49. a) Znalez¢ utarg U (x) ze sprzedazy x jednostek produkcji, jezeli utarg
krancowy wynosi 36 —0,01x +0,00015x? oraz U (0) = 0.

b) Po sprzedaniu pierwszej serii 50 jednostek produkcji sprzedano druga
seri¢ 50 jednostek. Obliczy¢ jak duzy bedzie utarg ze sprzedazy tej drugiej serii.

50. Wartos¢ sprzedazy produkcji fabryki odziezy po ¢ dniach od 1 stycznia
wynosi S(t) = 260e°!* zI dziennie.

a) Znalez¢ wartos$c sprzedazy po 10 dniach.
b) Po ilu dniach warto$¢ sprzedanej odziezy przekroczy 10 tys. zI?
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51. Producent ustalil, ze utarg krancowy jest rowny U'(t) = 1000¢'?,
natomiast koszt krancowy wynosi K'(f) = 1000 — 2t, gdzie t oznacza ilos¢ dni po
1 stycznia.

a) Przy zalozeniu, ze U (0) = K (0) = 0, znalez¢ wzory dla U (1) oraz K (¢).

b) Znalez¢ zysk catkowity po 7 dniach.

52. Zalozmy, 7e na plaszczyznie xOp sa dane krzywe podazy p = S(x)
i popytu p = D (x) oraz, ze istnieje doktadnie jeden punkt (a, b), w ktorym popyt
jest rowny podazy (p oznacza ceng jednostki w zl, x oznacza ilos¢ jednostek
towaru). Catke jf) [D (x)—b] dx bedziemy nazywac nadwyzkq konsumpcyjng lub
stratq konsumpcyjng w zaleznosci od tego, czy znak tej calki jest dodatni czy
ujemny. Podobnie, catke [‘; [b—S(x)] dx bedziemy nazywac nadwyzkq produk-
cyjng (jezeli znak catki jest dodatni) lub stratq produkcyjng (jezeli znak jest
ujemny).

a) Wyjasni¢ geometryczne znaczenie nadwyzki konsumpcyjnej, wowczas
gdy D(x) = b.

b) Zilustrowa¢ geometrycznie pojecie nadwyzki produkcyjnej, jezeli
S(x) <b.

¢) Znalezé nadwyzke konsumpcyjna i produkcyjna dla krzywej podazy

p = x?/8 i krzywej popytu p = — ; +1.

53. Popyt p na pewien towar jest nastgpujaca funkcja ceny x tego towaru:

p(x) = e Znalez¢ $rednia warto$¢ popytu, jesli cena wzroénie od 4 do 5.
X

54. Dochod narodowy na przestrzeni ostatnich 5 lat byl nastgpujaca

funkcja czasu: D(t) = 2+3\/;. Znalez¢ $rednie tempo wzrostu dochodu na-
rodowego w ostatnim roku.

55. Niech K (x) = x2+./x, gdzie x > 0, bedzie funkcja kosztow. Wy-
znaczy¢ $rednia warto$¢ kosztow przecigtnych, jesli wielkos¢ produkcji wzrosnie
od 9 do 16.

56. Zapas z ton pewnego towaru w magazynie zmienia si¢ w ciagu miesiaca
(30 dni) i po uptywie t dni (liczac od poczatku miesiaca) wyraza si¢ wzorem
z(f) = 0,01¢3 +0,15t>— 18t +300. W ktéorym momencie zapas towaru jest naj-
mniejszy? Jaki jest $redni zapas w ciggu miesiaca?

57. Funkcja kosztow krancowych dla pewnej cementowni wyraza si¢
1
wzorem K'(x) = Q~()(x—4)2 (w milionach zlotych na tysiac ton cementu). Plan

miesigczny zaklada wyprodukowanie x = 9 tys. ton cementu. O ile milionow
zlotych wzrosnie catkowity koszt produkciji, jesli przekroczy sig plan o 1 tys. ton
cementu? Znalezé funkcje kosztow przecigtnych dla tej cementowni przy
zalozeniu, ze koszty stale (niezaleznie od wielk osci produkcji) sa rowne 0,1 mln zL.
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58. Niech w(t) oznacza wydajno$¢ robotnika po t godzinach pracy,
mierzona w jednostkach wytworzonego produktu na godzing pracy. W danym
dziale produkcji dzienna norma dla robotnikoéw wynosi 80 jednostek. Obliczy¢
procent wytworzenia dziennej normy przez robotnika, dla ktorego funkcja

. . 1 . .
wydajnosci pracy jest dana wzorem w(t) = 124+¢— gtz. Czy robotnik ten moze

pracowa¢ w godzinach nadliczbowych? Jak dtugo? (Zaktadamy o$miogodzinny
dzien pracy).

59. Zalo6zmy, ze funkcja kosztow krancowych jest dana wzorem

2
K'(x) = ——,
Jx+6
natomiast koszt wyprodukowania dwoch jednostek towaru wynosi 60 zi

Wyznaczy¢ funkcje kosztow oraz obliczy¢ koszt wyprodukowania 120 jednostek
towaru.

ZASTOSOWANIA W CHEMII, BIOLOGII,
FIZJOLOGII T PSYCHOLOGII

60. Szybkos¢ reakcji chemicznej w czasie od ¢ = 0 do ¢ = 10 sekund jest
dana wzorem s (1) = 2t3 —31* + 1. Kiedy szybko$¢ reakcji maleje, a kiedy ro$nie?
Kiedy jest najmniejsza, a kiedy najwigksza?

61. Model liczby osob bioracych udziat w glosowaniu w pewnym rejonie
jest opisany wzorem N (t) = 30+ 12t —t, gdzie t oznacza czas w iatach, N jest
liczba ludnosci w tysiacach.

a) W jakim czasie liczba glosujacych wzrasta najszybciej?
b) Wyjasni¢ znaczenie punktow t =01t = 8.

62. Liczba myszy w lesie zmienia si¢ w zaleznoS$ci od liczby x soOw zgodnie ze
wzorem

P=30+10x>2—x3 0<x<10.

Sporzadzi¢ wykres funkcji P oraz wyznaczy¢ jej warto$C najwigksza i1 naj-
mniejsza.

63. Organizm ameby utrzymuje zawsze ksztalt trojkata prostokatnego,
ktorego pole jest rowne 10~ °® mm?. Znalez¢ szybko$¢ zmian obwodu tego
trojkata w chwili, gdy ameba ma ksztalt trojkata rOwnoramiennego i gdy jedna
z nibynozek ro$nie z predkoscia 10”4 m/s.
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64. Lekarstwo jest wstrzykiwane do krwi cztowieka. Powoduje to wzrost
temperatury T ciala czlowieka po jednej godzinie. Jezeli wstrzyknigto x mili-
gramow lekarstwa, to

x? x
Tx)=—|1-——], 0<x< 16
=% ( 16> X
a) Szybkos$¢ zmian temperatury T wzgledem dawkowania x jest nazywana
wrazliwosciq ciala na dawkowanie. Wyznaczy¢ te wrazliwo$é.
b) Znalez¢ wielko$¢ dawkowania, przy ktorej wrazliwos¢ jest najwieksza.

65. Stezenie K (t) lekarstwa u pewnego pacjenta w czasie ¢ godzin po
wstrzyknieciu lekarstwa jest dane wzorem

16t

Wyznaczy¢ maksymalne stgzenie oraz czas, po ktorym zostanie ona osiagnieta.

66. Rownanie wyrazajace prawo Webera-Fechnera rozwazane w matematy-
cznej psychologii ma posta¢ dS/dR = ¢/R, gdzie S jest odczuwalnym do-
znawaniem, natomiast R oznacza sil¢ bodzca. Prawo to orzeka, ze zwigkszenie
bodzca powoduje tym mniejsze doznanie im wigkszy jest bodziec.

a) Pokazac, ze funkcja S = cIn(R/R,) spetnia rownanie Webera-Fechnera
(c oraz R, sa statymi).

b) Glosnos¢ (mierzona w decybelach) jest wyrazana wzorem L=
= 10log,o(1/1,), gdzie I, jest najmniejszym styszalnym natezeniem glosu.
Znalez¢ wartos¢ stalej ¢ jezeli wiadomo, ze L spelnia rownanie Webera-
-Fechnera.

67. Cisnienie P w aorcie w fazie rozkurczu moze by¢ opisane roOwnaniem
) dp C . .
rozniczkowym — + — P =0, P(0) = P,. Liczby C oraz W sa stalymi do-

dt W
datnimi.

a) Pokaza¢, ze funkcja P = Pye” /¥ spetnia powyzsze rownanie.

b) Znalez¢ wartos¢ In(P,/P) po 1 sekundzie.

68. Cisnienie P w aorcie podczas skurczu moze by¢ opisane rownoscia

CAW?*B _ CAW .
P = <P0+ W)? CI/W+ m[CSlnBt‘F(—WB)COSB[].

Pokazac¢, ze P(0) = P, oraz dP/dt+(C/W)P = AC sin Bt.
69. Promien kolonii bakterii wzrasta o 20% na godzine.

a) Przy zalozeniu, ze kolonia ma ksztalt kota, obliczy¢, jak szybko wzrasta
jej pole.
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b) Rozwiaza¢ to samo zadanie w przypadku, jesli zatozymy teoretycz-
nie, ze kolonia ma ksztatt kwadratu, ktorego dtugos¢ boku rosnie o 20% na
godzing.

70. Model ilosci ludnosci uwzgledniajacy urodziny i zgony jest opisany
rownaniem dP/dt = P (a—bP). Stale a,b(a > 0,b # 0)sa tzw. statymi witalnoSci.

a) Niech P(0) = P,. Sprawdzi¢, czy funkcja
P(t) = a/[b+([a/Py]1—b)e “]
jest rozwiazaniem naszego rownania.
b) Pokazaé, ze jezeli t — o, to liczba ludnosci P (t) zbliza si¢ do statej a/b.

71. Niech P (t) oznacza ilo$¢ bakterii w pewnej kolonii w chwili t. Zatozmy,
7e P(0) = 100 oraz, ze P ro$nie z szybkos$cia 20e* bakterii na dzien w czasie t.
Ile bakterii bedzie w kolonii po 50 dniach?

72. Liczba jednostek N (t) w populacji jest dana wzorem

e3t

N({t)=Ny5s—=-
() 0%""6’3'

Wyznaczy¢ lim N (1) i przedyskutowac biologiczne znaczenie tej granicy.
t— o
73. Psycholog przeprowadza pewne manipulacje z teoria testow chcac
zastapi¢ wspotczynnik niezawodnosci

nr

R = T+—(n——~1—)r (wzor Spearmana-Browna)

przez liczbe 1 zgodnie z czyja$ sugestia, ze tak powinno by¢ dla ,bardzo
duzych” n. Dokonuje tego w ten sposob, ze formalnie zastgpuje n przez

—, upraszcza, a nastepnie podstawia x = 0 otrzymuje 1. Wyjasni¢ postgpowanie
X
psychologa na podstawie pojec teorii granic.

74. Zalozmy, ze jest dana mieszanina N, czastek prawoskretnego kwasu
winowego i N, czastek lewoskretnego kwasu winowego (kwasy te maja te same
wlaséciwosci chemiczne, natomiast roznica polega na asymetrycznej zdolnosci do
skrecania plaszczyzny polaryzacji $wiatla). Mozna pokaza¢, Ze entropia takiej
mieszaniny wyraza si¢ wzorem

N N
S = k(NPInN—p + N,lnﬁ),

gdzie k oznacza stala Boltzmanna, natomiast N = N+ N,. Przy zalozeniu, ze
liczba N jest ustalona, obliczy¢, w jakiej proporcji nalezy utworzy¢ mieszaning
tych kwasow, aby miata ona maksymalna entropig.
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75. Stezenie pewnej substancji we krwi w chwili t wyraza sie wzorem

Dp

C@t)= (e 7—e™ ),
gdzie D, p, q sa stalymi dodatnimi charakteryzujacymi t¢ substancje. W jakim
czasie stgzenie substancji osiaga maksymalna wartos¢?

76. Zaleznosc iloSci substancji bioracej udziat w reakcji chemicznej pierw-
szego rzedu od czasu tej reakcji wyraza si¢ wzorem

x()=a(l—e ™™

dla pewnych statych a i k. Wyznaczy¢ $rednia szybkos$¢ reakcji w czasie od t = 0
dot=T

77. Przerwanie kanalu Sciekowego stalo si¢ przyczyna skazenia jeziora
w poblizu miasta. Szybkos¢ zmiany stezenia bakterii C(t) (czyli liczby bakterii
w cm® w czasie jednej godziny) po t dniach jest dana wzorem C'(t) = 1000 (1 —7),
0<tr<e.

a) Inspektor sanitarny otrzymal zadanie wykonywania pomiarow zanie-
czyszczenia wody jeziora, ktore podlega procesowi samooczyszczania az do
osiagnigcia polowy stezenia wyjsciowego C(0). W ktéorym dniu inspektor
zakonczy pracg, jezeli wiadomo, ze C (0) = 40000?

b) Jaka jest catkowita zmiana stgzenia od czwartego do szostego dnia?

78. Przebieg reakcji chemicznej mozna opisa¢ nastepujacym roOwnaniem:

d
j U kt, k = const.

(80— u)(60—u)

W rownaniu tym x = x(tf) oznacza ilo$¢ kilograméw produktu reakcji po
t minutach oraz x, = x(0). Zaktadamy, ze w reakcji biora udziat dwie substancje
w ilosci 80 kg i 60 kg.

a) Przy zatozeniu, ze x = 0 dla t = 0 wyznaczy¢ zalezno$¢ x = x(t).

b) Ile produktu reakcji powstanie po 15 minutach, jezeli x = 20 dla ¢t = 10.

79. Pearson i Lee badali dziedziczenie wybranych cech fizycznych w rodzi-
nach w 1903 roku. W wyniku tych badan ustalili, ze

(t—n)/o

e *2dx,

— o0
gdzie P oznacza prawdopodobienstwo tego, ze wzrost matki nie przekroczy

7 cali (1cal = 2,5cm). Przyblizone wartosci pu i ¢ wynosza: p = 62,484 cala,
02 = 5,714 cal?.
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Jaka przecig¢tna liczba matek na 100 nie bedzie miata wzrostu wigkszego
niz 63 cale?

80. Pewna substancja jest wydalana z organizmu dwiema niezaleznymi
drogami (np. z moczem, z wydychanym powietrzem). Szybkosci wydalania
substancji tymi drogami wyrazaja si¢ odpowiednio wzorami

v,(t) = ade P,
v,(t) = BAe”@*PY

gdzie o,f oraz A sa pewnymi stalymi dodatnimi. Znalez¢ ilo$¢ substancji
wydalanej z organizmu tymi dwiema drogami oraz wyznaczyC ich wzajemny
stosunek.

ZASTOSOWANIA W FIZYCE

81. Niech Q (t) oznacza ilo$¢ ciepta potrzebna do ogrzania ciala (o masie
jednostkowej) od temperatury 0 do temperatury t. Poslugujac sie¢ pojeciem
pochodnej poda¢ definicje ciepta wlasciwego ciala.

82. Dziecko nadmuchuje balon w ksztalcie kuli. W pewnej chwili predkos¢
wzrostu objetosci balonu wynosi 50 cm? na sekunde. W tej samej chwili balon ma
promien 10cm. Jak szybko zmienia si¢ wtedy promien balonu?

83. Balon jest wypuszczany z ziemi w odlegtosci 10 m od podstawy latarni
majacej wysokos¢ 30 m. Balon wznosi si¢ z predkoscia 2 m/s. Jak szybko porusza
si¢ po ziemi cien balonu po 4 sekundach?

84. Cisnienie atmosferyczne p na wysokosci x metréw nad poziomem
morza jest towne w przyblizeniu p = 2116e~ 9:00000954x " Qbliczy¢ predkosé
spadku ci$nienia na zewnatrz balonu znajdujacego si¢ na wysokosci 600 m
1 wznoszacego si¢ z predkoscia 3 m/s.

85. Natezenie pradu w obwodzie RLC jest dane wzorem
1.
I(t) = <§smt+cos t>e“’2+4.
Liczba lim I (t) jest natezeniem po dlugim czasie. Znalez¢ to natg¢zenie.

[ die o}

86. Temperatura T(x,t) w chwili + w punkcie preta o wspoOlrzednej x,
x€e[0,1] jest dana wzorem

T(x,t) = B,e ™sini, x+B,e #sini,x+B,e "sini,Xx,
1 1 2 2 3 3

gdzie o, f, v, A, 45, A3, By, B,, By sa stalymi dodatnimi. Pokazaé, ze
lim T'(x,t) = 0 dla kazdego punktu x.

t—>
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87. Owad ptynie po powierzchni fali. Zatozmy, Ze ruch fali jest opisany
funkcja z =f(t,y) = e Ycost+sin(y+t*). W chwili t =2 owad ma pozycje
y = 3, natomiast pozioma sktadowa predkosci fali dy/dt jest rowna 5. Ile wynosi
pionowa sktadowa predkosci dz/dt w tym momencie?

88. Ciato stale o temperaturze T wysyla promieniowanie zlozone z fal
o roznych dtugosciach A i natgzeniu I = I(4) danym wzorem

¢ _ .
I(/l) — Fe k//17’

gdzie ¢ i k sa pewnymi stalymi. Wyznaczy¢ takie 4, aby I(4) bylo najwigksze.

89. Bieguny ogniwa o sile elektromotorycznej E i oporze wewnetrznym
r polaczono drutem o oporze x. Jaki musi by¢ opor x, aby ilo$¢ ciepla
0 wydzielanego przez drut w jednostce czasu byla najwigksza?

Wskazowka: Skorzystaé z prawa Joule’a.

90. Promien $wietlny wychodzacy z punktu A z predkoscia v,, pada na
prosta p pod katem B i dalej biegnie z predkoscia v, do punktu B po drugiej
stronie prostej p. Wyznaczy¢ stosunek sino/sin f tak, zeby czas potrzebny na
przejscie od A do B byl najkrotszy.

91. Moc P silnika samolotu lecacego ze stata predkoscia v jest dana wzorem

d
P= (cvz+ —2> v,
v

gdzie c i d sa stalymi dodatnimi.

a) Wyznaczy¢ predkos¢ v, przy ktorej moc ma minimalng wartoSc.

b) Niech Q (1) oznacza ilo$¢ paliwa (w litrach), ktora samolot ma w chwili .
Zatozmy, ze moc jest proporcjonalna do zuzycia paliwa. Przy jakiej predkosci
czas lotu bedzie najdtuzszy?

92. Szybko$¢ tlumienia fal w plazmie jest proporcjonalna do rie™"2,
gdzie r jest stosunkiem predkosci fal do termicznej predkosci elektronow
w plazmie. Znalez¢ wielko$¢ r, dla ktorej szybkos¢ ttumienia jest najwigksza.

93. Prawo Plancka podaje zalezno$¢ energii emitowanej przez cialo czarne
od dlugosci fali 4 i temperatury T:

_2Ttk2T5 x>
TRt =1

gdzie x = h oznacza stala Plancka, k — stala Boltzmanna, ¢ — predkos¢

c
kT’
$wiatta. Wykres E wzgledem A przy ustalonym T nazywa si¢ krzywa Plancka.
Maksimum wzdhiz kazdej krzywej Plancka otrzymuje si¢ po podstawieniu
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J0E . . . .
a:o i znalezieniu 4, . Otrzymana zalezno$¢ nazywa si¢ prawem prze-

sunigcia Wiena. Pokazac, ze to prawo wyraza si¢ zaleznoscig 4, = he/kTx,,
gdzie x, jest dodatnim pierwiastkiem rownania 5—x—5e * = 0. Oszacowac
liczbe x,.

94. Gazy rzeczywiste podlegaja w przyblizeniu rownaniu van der Waalsa
postaci

<p+ V%—)(V—ﬁ) — RT,

gdzie V oznacza objetos¢, p — cisnienie, T — temperaturg tego gazu. Po-
nadto « oraz 1 R sa pewnymi stalymi. Zbada¢ zaleznos¢ ci$nienia p od obje-
tosci V przy ustalonej temperaturze.

95. Temperatura (w stopniach Celsjusza) w punkcie (x,y) wyraza sig¢
wzorem T = T(x,y) = —0,0003x2y 40,9307y, gdzie x i y oznaczaja odpowiednio
szerokos¢ 1 dtugosc geograficzna (w stopniach). Z jaka predkoscia zmienia si¢
temperatura, jezeli poruszamy si¢ na péinoc od punktu P, dla ktérego x = 55,7°,
y = 120,277

96. Temperaturg potencjalna 0 definiuje si¢ za pomoca temperatury Toraz
ciSnienia p wzorem

1000)\*-28°
o=
P

Temperature oraz cisnienie mozemy uwaza¢ jako funkcje potozenia punktu
(x,y,2z) w atmosferze oraz czasu t.

Wyznaczy¢ 00/0x, 60/0y, 00/0z, ¢0/dt za pomoca pochodnych czastkowych
funkcji T 1 p.

97. Rownanie rozniczkowe czastkowe u, +u, . +uu, = 0,zwane rownaniem
Kortewega-de Vriesa, opisuje ruch fal wodnych w ptytkim kanale. Pokazac¢, ze dla
kazdego ¢ dodatniego funkcja

3c
coshz[é (x—ct) \/E}

jest rozwigzaniem rownania Kortewega-de Vriesa. Rozwiazanie to przedstawia
tzw. ,wedrujacy garb” wodny i nazywa si¢ solitonem. Wyjasnic, jak ksztalt
solitonu zalezy od stalej c.

u(x,t) =

98. Niech bedzie dane réwnanie Schrodingera postaci

Py 0 Y

o o -__AZ BZ 2
(3x2+0y2+622 (4°+ B+ )Y,
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8n? 8n? 8n’m
A= ZCE B = = SNE, € = k.,

przy czym m oznacza masg¢ czastki, h — stala Plancka, natomiast E, E,, E,
oznaczaja energie czastki wzgledem osi Ox, Oy i Oz.
Przyjmijmy, ze rozwiazanie powyzszego rownania ma postac

lﬁ(Xs yv Z) = ‘Y (X) Y(Y) Z(Z),

gdzie X, Y, Z sa funkcjami dwukrotnie rozniczkowalnymi. Pokazag, ze rownanie
Schrodingera przyjmuje wtedy postac

X/I Y!/ ZII
A? ~—— +B? —+c?)=0.
(o) + (5 +0)+ (G e)=o0

99. Potencjal V dwoch rownoleglych nieskonczonych przewodnikow z ta-
dunkiem o liniowych gestosciach A1 — 2 jest rowny V = (4/2n¢,) In (r,/r,), gdzie
rt = (x—x0)>+y% r = (x+x,)* + y* Zakltadamy, Ze przewodniki te sa rowno-
legle do osi 0z oraz przecinaja plaszczyzng xOy w punktach (—x,,0), (x,,0).

a) Znalez¢ gradient funkcji V.

82V (’?ZV
b) Sprawdzi¢, czy — o 5+ 3 5

100. W termodynamice jest wykorzystywana zaleznos¢

Jdy 0z 0x

Ox dy 0z

)

gdzie x = f(y,z2), y = g(x,z), z = h(x, y) sa funkcjami zdefiniowanymi w sposéb
uwiklany za pomoca rownania F(x, y,z) = 0.

Zakladamy tutaj, ze F spelnia zalozenia twierdzenia o funkcji uwiklane;.
Udowodni¢ podana zalezno$¢ i wyjasnic jej znaczenie.

101. Objetos¢ V, ciSnienie p oraz temperatura T gazu sa zwiazane row-
naniem van der Waalsa postaci

RT o

P=v"0 pir

V—p Vv

gdzie o, f sa stalymi (por. zad. 94).
a) Wyznaczy¢ V, p oraz T jako funkcje dwoch pozostatych zmiennych.
6T op oV
b) Znal — e,
) Znalez¢ 3V AT
czastkowych jest rowny —1.

Uwaga. Por. zad. 100.

i pokaza¢, ze iloczyn tych trzech pochodnych



464 DODATEK

102. Réwnanie Dietericiego stanu gazu ma postac
p(V—b)e®/RTV = RT,

gdzie a, b, R sa stalymi, natomiast p, V, T oznaczaja odpowiednio ci$nienie,
objetosc 1 temperature gazu. Traktujac V jako funkcje zmiennych Ti p po-
kazac, ze

ov o RT a\ !

=\ R+ =l -

oT TV)\V—-b V

103. W teorii rOwnan rozniczkowych czastkowych fizyki matematycznej
wazng role odgrywa pojecie nawiasu Poissona. Przypomnijmy, ze jezeli
S =L (X1 s Xy Vs oos Vids § = G (X 15 evr Xy V15 V) 5@ zadanymi funkcjami majacy-

mi pochodne czastkowe wzgledem wszystkich zmiennych, to nawias Poissona
(f, g) funkcji f i g okreSlamy nastgpujaco:

; (g@_g@)

f,9) =3

i=1 i i i

Udowodni¢ nastgpujace wlasnosci nawiasow Poissona:

1" (f9)=—@/)
2° (£f)=0
3° (af,bf)=ab(f,g) dla a,beR
4 (f+ag.h)=(f,h+(g.h)
50 (f9.h) =fg. W +g(fh)
6° (/f.(g,h)+(g, (. 1)+ (h(f.9) = 0.
Uwaga. ROwnosc¢ z 6° nazywa si¢ tozsamosciq Poissona.

104. Ciepto wilasciwe ciala w pewnym zakresie temperatury (przy ustalo-
nym ci$nieniu i objetosci) wyraza si¢ wzorem

C(t) = a+bt+ct?,

gdzie a, b, ¢ sa liczbami wyznaczonymi empirycznie. Obliczy¢ Srednie ciepto
wlasciwe w zakresie temperatury od 0 do ¢ (mieszczacym si¢ w zakresie
temperatury wyzej wspomnianym).

105. Natezenie pradu i w ukladzie RLC wyraza si¢ wzorem

aZ
i=EC <— +a))e_""sinwt,
w

gdzie E,C,R,L sa stalymi, o« = R/2L, w = (1/2L)(4L/C—R?)'?. Ladunek
Q spelnia warunki: dQ/dt = i, Q (0) = 0. Wyznaczy¢ Q = Q(t).



ZASTOSOWANIA W FIZYCE 465

106. Natezenie pradu i w ukladzie RLC wyraza si¢ wzorem
i = ECa*te™ ™,

gdzie R, L, C sa statymi orazo. = R/2L. Wyznaczy¢ tadunek Q (1), jezeli wiadomo,
7e Q(t) = [ ids.

107. Predko$¢ pociagu zmienia si¢ i po czasie ¢ minut od startu wynosi
v = 100+ e~ 3 sin 2nt kilometrow na godzine. Jaka odleglo$¢ przebedzie pociag
w czasieod t = 1 do t = 3?

108. Natadowana czastka porusza si¢ pod wptywem pola magnetycznego
wzdtuz linii prostej, oscylujac tam i z powrotem od pewnego punktu poczat-
kowego P z coraz to wigksza amplituda.

Niech S(t) bedzie odlegtoscia czastki od punktu P. Zalozmy, ze S (t) spelnia
rownanie

[S%(1)] S'(t) = tsint+sin®tcost,
a ponadto S(0) = 0.

t
a) Udowodni¢, ze [S(t)]> = 3 { (xsin x +sin” x cos® x) dx.
0

b) Wyznaczy¢ wszystkie miejsca zerowe funkcji S'(t) dla t > 1. Ktore z nich
odpowiadaja najwiekszej odlegtosci czastki od punktu P?

109. Drugie prawo Keplera dla ruchu planet orzeka, ze odcinek taczacy
planete ze Storicem zakresla w jednakowych czasach jednakowe pola.

Umieéémy Storice w punkecie (0, 0) i wprowadzmy wspotrzedne biegunowe (r, o)
dla potozenia planety. Zatézmy, ze moment katowy planety o masie m wzgledem
Storica jest staly, tzn. mr’¢' = mk, gdzie k = const oraz ¢' = do/dt. Wyprowadzi¢
drugie prawo Keplera pokazujac, ze f;“’rzfp'ds jest stata dla wszystkich czasow t.

110. Satelita porusza si¢ wokot Ziemi po orbicie eliptycznej. Kat ¢ migdzy
diuga osia a kierunkiem od satelity do $rodka Ziemi oscyluje miedzy +¢,, a— @,

Zakladasie, ¢ 0 < @,, < 1/2.Czas T calkowitego cyklu oscylacji wyraza si¢ wzorem
Pm

4J do
T=- .
T \ﬂzos 2¢p —cos2g,,

0

Wprowadzmy kat f8 zgodnie z rownoscia sin ¢ = sin ¢, sin . Pokaza¢, ze wtedy
T mozna wyrazi¢ calka eliptyczna postaci
/2

_ 4 dp
' nﬁjﬁ/l—kzsinzﬁ’

gdzie k? = sin® @,,.

111. Obliczy¢ prace, jaka wykonuja 2 mole metanu podczas rozprezania
izotermicznego w temperaturze 300 K od objgtosci 1dm* do objetosci 10 dm?.
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Zakladamy, ze rozwazany gaz jest gazem rzeczywistym spelniajacym réwnanie
van der Waalsa

2
<p+ %)(V—nb) = nRT,

gdzie n oznacza liczbe moli gazu, T — temperature, a stale dla metanu przyjmuja
odpowiednio wartosci a = 0,228 m? /mol?, b = 4,28-10">m?/mol?, R = 8,314.

112. W mechanice kwantowej liczbe czastek podlegajaca rozkladowi Bose-
go-Einsteina mozna wyrazi¢ za pomoca wzoru

_ 2f x1/2 dx
\/E Ae*—1 7"
0

gdzie A i f sa stalymi rzeczywistymi oraz 4 > 1. Obliczy¢ warto$¢ n.

113. Calkowita energia n fermionéw, tzn. czastek podlegajacych statystyce
Fermiego-Diraca wyraza si¢ wzorem

2T [ x3?
= dx,
Jr ) A+
0

gdzie A4, f, k, T oznaczaja stale rzeczywiste. Obliczy¢ E.

E =

114. Funkcja u(x,t) okreSlona wzorem
+ o

o) 0() o

zf/

jest rozwiazaniem réwnania przewodnictwa cieplnego

u  0%u

ot ox?
z warunkiem u(0,x) = ¢(x), gdzie ¢(x) jest funkcja ciagla i ograniczong.
Pokazag, ze jezeli ¢ (s)| < Me“", to calka definiujaca funkcje u (x, 1) jest zbiezna
i zachodzi nierownos¢

lu(x,t)] < 2Me**elel*,

115. Niech bedzie dane rownanie Schrédingera postaci

d*y
— = 0.
ﬁ2+<h S)w
Wyznaczy¢ wspolczynniki a;(i = 0,1,...), dla ktorych rozwiazanie rownania
Schrodingera bedzie miato postac

o0
Y =e 2 Y gt
i=0

(E, h,v sa statymi).

A ds
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1. 3270 zL

2. Korzystamy ze wzoru

r k
= 1 —_—
8 S"( + 100n> ’

gdzie r oznacza procent, n — ilos¢ skladnikow na rok, k — wielokrotnos¢
sktadnikow mieszczaca si¢ w czasie, na ktory jest zdeponowana suma poczat-
kowa S,. Po podstawieniu n = 12, k = 216, r =9, S, = 10000 otrzymujemy
S =~ 50226 zi.

3. Na podstawie wzoru podanego w rozwiazaniu zad. 2 otrzymujemy, ze
suma zostala zdeponowana na 7%.

4. 6 7 za 1 roboczogodzing.

5. 10 zt za 1 roboczogodzing.

6. 94 zt za 1 roboczodzien.

7. Przy sprzedazy x kalkulatorow osiagamy utarg U (x) = x(100—0,05x),
a wiec zysk Z(x) = U(x)— K (x) = x(100—0,05x)— _:,(fgo_% Pochodna
Z'(x) jest poszukiwanym zyskiem krancowym.

8. Zysk krancowy Z'(x) wyraza si¢ wzorem

4 +0,04x —0,016x3 +0,00004x*
(1+0,002x3)> '

Z'(x) = 25—0,04x —

9. Wskazdéwka: Por. rozwiazanie zadania 7.

10. a) K'(84) =332 zL.
b) Wynika to stad, ze funkcja K'(x) jest malejaca.
c) x = 504.
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11. Pierwszy sktadnik oznacza szybko$¢ wzrostu kosztow na skutek zmiany
cen, natomiast drugi sktadnik jest szybkoscia wzrostu kosztow na skutek zmiany
szybkosci zuzycia paliwa.

12. Po skorzystaniu ze wskazowki i z twierdzenia o rozniczkowaniu funkcji
zlozonej otrzymujemy:

@ =s(pp'©.

Poniewaz
—110
S =—-=3,
(p—1)°
wigc ¢'(2,1) = —110/1,13.
Po oznaczeniu t, = 1 lipca 1995 r. mamy p'(t,) = —0,03. Zatem

c'(to) = (—110/1,13)(—0,03) = 2,479 grosza na tuzin.

13. Z zalozenia dc/dt = 2 zl/rok oraz dc/dw = 12 zk/kg (c oznacza cene,
aw — wagg). Z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej otrzymujemy teraz
dw/dc = 1/(dc/dw) = (1/12) kg/zL. Dalej, na podstawie twierdzenia o pochodne;j
funkcji zlozonej otrzymujemy

dw _dwde 1 kg ,z 1kg

dt dcdt 12721 "rok 6rok’

14. Inflacja maleje w styczniu, lutym i marcu. Osigga minimum w marcu.
Od 1 kwietnia inflacja zaczyna rosnaé.

15. Zauwazmy, ze

Z'(t) = Z(t)(0,3—0,02¢).

Stad otrzymujemy, ze t,,,,, = 15. Oznacza to, ze zysk spotki bedzie najwiekszy na
poczatku 1995 r.

16. Przy predkosci s km/h czas jazdy do domu wynosi t, = 15/s. Koszt
wody, jaka w tym czasie wyplynie z kranu, wynosi

450
K, (s) =301, = ==

Koszt calkowity (koszt wody + koszt przejazdu) wyraza sie wzorem
450
K(s) = ~ +18+40,3s.

Stad wyznaczamy s, ;. = /1500 km/h =~ 38,7km/h.
17. Nalezy wyprodukowac 749 jednostek towaru.
18. Z zaleznosci U (x) = xp(x) otrzymujemy

10+4x
U =550
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Stad

—4(x*+5x—50)
(x*+50)%
Teraz stwierdzamy latwo, ze X, = 5.

U'x) =

19. Minimalny koszt jednostkowy jest osiagany dla x = 12.
20. x = 20.
21. Koszt krancowy bedzie najmniejszy dla x = 10.
22. Mamy
U (x) = xp(x) = 88x—0,1x?,
natomiast
Z(x) = U(x)—K (x) = —0,0001x> +48x—1.
Stad wynika, ze Z osiaga maksimum dla x = 400.
23. Zysk Z(x) wyraza si¢ wzorem
Z(x) = U(x)— K (x) = px—0,1x> — 10x —40.
Stad zysk przecigtny z(x) wynosi

Z(x) _

40
z(x) = N p—0,1x—10+ =

Eatwo obliczyé, ze z osiaga maksimum dla x = 20.
24. t_, = 15. Do tego momentu dostarczono 50,625 ton towaru.

25. x,.,. = 4000.

26. Niech y oznacza dhugo$¢ boku ogrodzenia na granicy posiadiosci (oraz
boku réwnoleglego), natomiast x — diugosc pozostatych dwoch bokow. Wtedy
xy = 100 i koszt ogrodzenia K wynosi: K = 12(2x+y)+3y. Stad wyznaczamy

1500 . 2}
K = K(x) = 24x+ ——. A zatem wymiary ogrodu wynosza: X, = +/125/2,
X

Ymin = v 160.
27. 60 m.

28. Czas przeplynigcia drogi s ze stala predkoécia v wynosi t = s/v. Zatem
koszt K, przeptynigcia drogi s przy predkosci v bedzie wynosit

K,(v) = tK (v) = %(a+bv3) - s(% +bu2).

Stad wynika, ze funkcja K, osiaga minimum dla v =3a/2b.
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31. Udowodnimy wzor z punktu a). Korzystajac z zad. 30 i wskazowki
otrzymujemy
E,(xo) = Xo (f9)xq _ xof (x0) g (x0) +9'(x0) f (x) _
S (x0)g(x0) S (x0) g (xo)

S(x0) g'(xo)
=X +Xx =FE (x,)+E,(x,)
Of(xo) 0 g(xo) (xo) (xo)
b) Dowod przebiega podobnie.

32. Wskazowka: Skorzystac z definicji elastycznosci funkcji.

33. a) Na podstawie zad. 30 mamy:

_P(x) a\x
B =Y x(‘?%_ b

b) Z zaleznosci ustalonej w a) oraz z przyblizonej rownosci z zad. 32 wynika,
ze zwigkszenie ceny towaru o 1% spowoduje zmniejszenie popytu o okoto 1%.

34. Na podstawie zaleznosci z zad. 32 fatwo obliczymy, Ze podaz wzro$nie
w przyblizeniu o 4/9%.
35. xo =10, E(xo) = —17/24,E (xo) = —1/12.
—2x

36. Ex(x) =2 31 Ey()= .

38. Na podstawie zad. 30 mamy
K'(x) K'(x) K'(x)

B =X " K k)
Cx
E(x) k (x)
P E0 K
40. Mamy:
af
6x X
A i Tes
? aj
Yoy =y

E(y)=—= :
/ f 2(x—y)
Po podstawieniu x, = 7, y, = 0,3 oraz po skorzystaniu z zaleznosci z zad. 32
otrzymujemy:
a) podaz wzro$nie o okoto 0,52%, b) podaz zmaleje o okolo 0,07%.
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41. Ceng masta nalezy obnizy¢ o okoto 3,82%.
Wskazowka: Skorzystac z zalezno$ci ustalonych w rozwiazaniu zad. 40.

42. a) Mamy:

of of
xa—-); ya_y
Ef(X) = T = 0,57, Ef(y) . T = 0,43

b) Z zaleznos$ci z zad. 32 otrzymujemy

q=sE;(x)=3-057% = 1,71%.

M K
43. Z zalezno$ci Kx+ Ly = M wyznaczamy y = 7L X.
Stad
M K \*°
Fx)="1 = x5 = —— )
() = f(xy) = x ( T x>
Dalej mamy
M 5K
— ——X
1 L L

Fx) = - —
> x4/5<£z— — %x)

1M . . .
Stad F'(x) =0<=x = SK Latwo wykaza¢, ze w tym punkcie funkcja F osiaga
maksimum.

44. 7 zalozen zadania otrzymujemy zalezno$¢ xyz = 1000. Stad np.
z = 1000/xy.
Z drugiej strony koszt produkcji przy zuzyciu x ton aluminium, y ton zelaza
i z ton magnezu wynosi

K (x,y,z) = 60x +40y + 80z.
Stad

K (x,y) = K (x,,1000/xy) = 60x+ 40y +80000/xy.
Ze zwiazkOw

) 80000
_ ¢ 80000 _

2

?E 80000

2 _ 60— 0
0x yx ’

wyznaczamy X = 20/\3/6, y=10Y3,z = 5\3/5.

Sprawdzenie, czy przy tych wartosciach x, y, z funkcja K osiaga minimum
pozostawiamy Czytelnikowi.
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45. Wskazowka: Zauwazmy, ze z zaleznosci px+qy =B oraz
Q(x,y) = xy—x—y+1 otrzymujemy

_ B B
0(x) = —Bx2+x<~+3—1>+1——.
q g9 4

Nalezy zatem wyznaczy¢ maksimum funkcji Q.

46. Wskazowka: Pochodne czastkowe funkcji K —4,[— A, h wzgledem
zmiennych [, 1,, D, i D, musza by¢ rowne zeru dla odpowiednich statych 4,1 4,.
Wyeliminowac 4, przez odjecie dwoch rownan oraz 1, przez podzielenie dwoch
rownan,

47. Na podstawie danych z zadania mamy

100 100

U(100—U(©0) = | Ux)dx= [ (15—0,1x)dx = 1000,
0 0

Stad U (100) = 1000.

300

48. U(300) = U(0)+ | U'(x)dx = 7200.
0

49. a) U(x) = U(0)+ [ U'(t)dt = 0,00005x> —0,005x2 + 36x.
0

b) U (100)— U (50) = 1806,25.

10

50. a) | S(r)dt = 1§0 260e°1'dt =~ 4468 zt.
0 0
b) Szukamy liczby naturalnej n takiej, dla ktorej
}260e°'“dt = 10000.
0
Stad wynika, ze n > 16 dni.

51.a) U(t) = U(0)+f U'(s)ds = 2000 (/2 — 1),
0

t
b) K () = K(0)+ [ K'(s)ds = 1000t — 2. Ale Z(t) = U (t)— K (), wiec stad
0
otrzymujemy Z (t) = 2000 (e”/> — 1)— 7000 + 49 =~ 57280 zt.

52. a) Nadwyzka konsumpcyjna jest réwna polu powierzchni ograniczonej
krzywa p = D(x) i prostymi p = b, x =0, x = a.

b) Nadwyzka produkcyjna jest polem powierzchni migdzy krzywa p = S(x)
iprostymi p=>b,x =0, x = a.

¢) Nadwyzka konsumpcyjna jest rowna 1/2, natomiast nadwyzka produk-
cyjna wynosi 2/3.
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53. Mamy:

5 5
1 X 1. 17
R dx = | —— S,
P 5—4Jp(x) x J2x2+1dx PRST
4 4

54. Zauwazmy, ze (por. zad. 29):
D'(1)

TD(t)=b*(5-

Stad

(Tp(0))s %JD(t)dt —«2+Zﬁ.

D(t)

4
55. Srednia warto$¢ kosztow przecigtnych otrzymujemy w nastgpujacy
sposob:

16 16 16

1 1K@, 1 1 11
k§,—16_9jk(x)dX—7J‘ . dx—7J<x+\/;>dx 1214

9 9 9
56. z,.,, = z(20) = 8, z, = 142,5.

10
57. Przyrost kosztu catkowitego jest rowny calce | K'(x)dx. Stad
9

10 10

1
J K'(x)dx = ) J(x —4)?dx =~ 1,52 mln 7L
9 9

Koszty przecigtne sg zatem rowne

K(x) 0,1+ K'(t)dt _ (x—4)*+70
X N 60x ’

k(x) =

58. Procent wykonania dziennej normy jest rowny

8

100

‘E \[W (t) dt.
0

Zatem

8

8

100 1

—OJW(t)dt =125 K 6t2+t+ 12>dt 124.44%,.
0

0
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Zauwazmy dalej, ze robotnik bedzie pracowal az do momentu, w ktorym jego
wydajnos$¢ bedzie rowna zeru. Po rozwiazaniu rownania w (t) = 0 otrzymujemy
t = 12. Zatem robotnik moze pracowac 4 godziny nadliczbowe.

59. Zgodnie z danymi w zadaniu, mamy

dt = C+3 [/ (x+6)> —/36].

X X

, 2
K(x)=C+JK(t)dt=C+L3/t_+76

0 0
Dalej
60 =K(2)=C+3[4—/36]=C = 48+3./36.
Zatem

K (x) = 484+3Y/36 +3 [ (x+6)* —/36].

60. Szybkos¢ reakcji maleje w czasie 0 <t <1 oraz ro$nie w czasie
1 <t < 10. Najmniejsza jest dla t = 1, a najwigksza w punkcie t = 10.

61. a) t ., =4 b) W punktach t =0 i ¢t =8 szybkos¢ wzrostu liczby
glosujacych jest rowna 0.

62. Funkcja P osiaga najwigksza wartos¢ dla x = 20/3 (w praktyce oznacza
to, ze dla x = 7 séw), natomiast najmniejsza dla x =01 x = 10.

63. Oznaczmy przez S/2 pole trojkata. Z zalozenia xy = S, gdzie x i y ozna-
czaja dlugosci bokow przyprostokatnych. Jezeli oznaczymy przez p obwodd
naszego trojkata, to mamy

s [, s
p=x+y+~/x2+y2=x+;+ x2+?.

Dla trojkata rownoramiennego mamy x = y = \/§ . Wtedy

282
S 2x— 3
x
dp/dx = 1— — + -
X S2
2 X2+ ?
i dalej
dp/dxlxzﬁ =0.

Zauwazmy, ze informacja o predkosci wzrostu jednej z nibynozek ameby jest
tutaj zbedna.

64. a) Wrazliwos¢ jest rowna T'(x), gdzie

T’(x)=;<l—§—)2€>.
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b) Wrazliwos¢ jest najwigksza dla x = 32/3.
65. K., = K(2) =1/50.

66. b) Na podstawie (a) wnioskujemy, ze L= cIn(I/I). Stad otrzymujemy
cln(I/1,) = 10log,,(I/1,). Zatem ¢ = 10/In 10.

67. b) Po zlogarytmowaniu obu stron rownosci P = P, e~ /" otrzymujemy
Ct
InP=InP,— —,
nPo—

skad In(P,/P) = Ct/W. Zatem po 1 sekundzie (t = 1) mamy In(P,/P) = C/W.
69. a) ib) 44% na godzing.

71. Z danych w zadaniu wnioskujemy, ze P'(t) = 20e* oraz P(0) = 100.
Stad

t t

2
P(t) = P(0)+J‘P’(s) ds = 100+ J 20e3ds = 100+ ?O(e“— ).

0 V]

Zatem
20 ..
P(50) = 100+ ?(elso— 1)=9,2- 10°° bakterii.

72. lim N (t) = N,. Oznacza to, ze liczebno$¢ populacji w odlegtym czasie
t—
bedzie dazy¢ do punktu rownowagi N,
73. Psycholog obliczyt granice
nr
lim R = lim ———
nl—lllo nin:o1+(n_1)r’
ktora wlasnie jest rowna 1.

74. Z zaleznosci N = N+ N, otrzymujemy

N N
§=8(N,) = kI:N"lnN_p +(N—Np)lnN_Np].
Stad
N-—N
"=kl P,
S n N

p

1
Zatem §'=0<N, = EN' Nietrudno udowodnié, ze funkcja S osiaga mak-

simum w tym wlasnie punkcie. Wtedy rowniez N, = EN' Zatem mieszanina
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o maksymalnej entropii powinna zawierac tyle samo lewoskretnego i prawo-
skretnego kwasu winowego.

1
75. 1, =—InL.
P—q q
76. Wzor v(t) = x'(t) = ake " okresla szybko$¢ reakcji. Zatem poszukiwa-
na $rednia szybkosci reakcji wynosi
T
1 ,
v(c) = ?Jx’(t)dt = %(l—e_”) =

0

x(T
T

~—

77. a) Zauwazmy, 7e

t
t2
Ct) = C(O)—I—JC’(s)ds =C0)+ 1000(5 —7t>.
0
1
Jezeli przyjmiemy C(0) = 40000 oraz C(t) = EC (0) = 20000, to otrzymamy

rownosc
2
20000 = 40000+ 1000 <% _ 7t>

skad
2 —=7t+20 = 0.

Jedynym rozwigzaniem tego rownania w przedziale [0,7] jest t = 4. Zatem
inspektor zakonczy prace w piatym dniu.

b) Zmiana stezenia od czwartego do szostego dnia wynosi
6 6

J C'(tydr = 1000 [ (t—7)dt = —4000.

4 4

78. a) Po obliczeniu catki wystepujacej w roOwnaniu otrzymujemy, ze

1 80 —x
—In|——| =kt+C.

20 ™ 60—x| = MFC

A po uwzglednieniu, ze x(0) = 0, otrzymujemy
1 80 —x

1 4
%11’1 60— x =kt+§61n§

Stad
240 (2% —1)
x(t) = LT
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b) Poniewaz x(10) = 20, wigc z rownosci otrzymanej w (a) otrzymamy

1.9

79. Po podstawieniu podanych w zadaniu wartosci (u = 62,484,
6 = /5714 = 23904, t = 63) otrzymujemy

00,2159
P = ! Je“"z/zdx.

— o0

Stad i z wlasnosci rozkladu normalnego mamy:

0 0,2159 0,2159
1 1
P=—— | e *dx+ J e ¥2dx =05+ j e *1dx.
Vv 2r J V2
S 5 )

Po odczytaniu wartosci ostatniej catki z tablic rozktadu normalnego otrzymu-
jemy

P =0,5+0,087 = 0,587.

Zatem, przecigtnie 59 matek na 100 ma wzrost nie wigkszy niz 63 cale
(= 157,5 cm).

80. Niech S, i S, oznaczaja ilo$¢ substancji wydalanych z organizmu
z szybkosciami v, i v, podanymi w zadaniu. Wtedy

o0

S, = Oj?vl(t)dt, S, = [vy(t)dt

0

Stad

Sl = oA e-(aﬂi)tdt — _ _ﬂe-(a’rﬂ)t ” — ﬂv.
a+p o o+p
0

A S
Podobnie S, = ﬁ— Zatem — = x

at+f S, B

81. Ciepto wlasciwe ciata o temperaturze t, jest rowne pochodnej Q'(t,).

k]

. . : o 4
82. Niech r oznacza promien balonu, a V jego objetosc. Wtedy V = gnr"’

wiec

Ale w chwili, o ktorej mowa w zadaniu, mamy:
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dv
— =50, r = 10.
dt !
Zatem
dr 50 1
—=-—n=-nx004 .
di 400" 8" om/s
83. Niech x oznacza odleglos¢ cienia balonu od podstawy latarni po
. . .- 300
t sekundach od wypuszczenia balonu. Nietrudno wykazac, ze x = 0-21" Stad
d 600 . .
wyznaczamy di)tc = (—?F——Zt)—z Zatem poszukiwana predkos¢ 150/121 m/s.
84. 0,0602.
dp dpd
Wskazowka: Skorzysta¢ z zaleznosci _epax
dt dx dt
85. lim¥(¢) = 4. 88. 1. =Kk/ST.
00
89. X =1 90. sino/sinff = v,/v,.

91. a) v, = &/d/3c. 92. rue=+/3

93. Zauwazmy, ze aby rozwiaza¢ rownanie JE/JA =0 wystarczy roz-
wiaza¢ rownanie [x3/ (e*—1)]" = 0. Stad wynika, ze x musi spetnia¢ rOwnanie
5—x—5¢ *=0. Niech x, oznacza rozwiazanie (dodatnie) tego rownania.
Nietrudno wykaza¢ (np. szkicujac wykres funkgji f(x) = 5—x—35e %), ze takie
rozwiazanie istnieje i jest tylko jedno, a ponadto funkcja x°/(e*—1) osiaga
maksimum w punkcie x,. Stad ostatecznie A, = hc/kTx,. Mozna rowniez
pokazac, ze x, = 4,963.

94. Zauwazmy, ze z rOwnania van der Waalsa otrzymujemy
RT o
P=3"F7" 12
V—p vV
dla Ve (b, + ). Stad
lim p(V)=0, lim p(V) = +o0.

V->+w Vb

Dalej mamy
d_p _ —RTV?+420(V—p)*
v (V—p)>2v?

Widzimy, ze rOwnanie

—RTV +2a(V—B)> =0
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ma jeden pierwiastek ujemny. Wyznaczmy temperature T, tak, zeby to rowna-
nie miato dokladnie jeden pierwiastek. Mamy:

d*p  2RTV*—(V—B)’ 6
dv? (V—p2v?

Po rozwigzaniu uktadu rownan

ORTV?® = 2a(V —B)?
2RTV* = 6a(V—p)?

otrzymujemy V, = 3b. Punkt ten jest punktem przegigcia funkcji przy tem-
peraturze T, = 8x/27bR. Czytelnik zechce sporzadzi¢ wykres funkgji p (V).

95. Poruszajac si¢ na poinoc zwigkszamy x przy statym y. Zatem

oT

o (—0,0003)-2xy = (—0,0003)2(55,7)(120,2) = —4,017.
Oznacza to, ze temperatura obniza si¢ wraz z predkoscia 4,017°C na stopien
szerokosci geograficzne;.

. . oMy 0Py MY . .
98. Po obliczeniu pochodnych czastkowych Rl Ry i wstawieniu do
x? 0y* 0z

réwnania Schrodingera latwo stwierdzamy, ze redukuje si¢ ono do podanej
w zadaniu postaci.

A xX+Xx X—X 1 1
99, dv= 0 _ o), 2y[= == ) ).
W e z(( ) (5 5)

100. Na podstawie twierdzenia o funkcji uwiklanej mamy:

dy ~F, 0z  F,ox F

z

ox Fy’(?y—_F_z’E_ F,

X

Stad otrzymujemy tatwo, ze

dy 0z x

ox 0y 0z

102. Zauwazmy najpierw, ze po skorzystaniu z rownosci z zad. 100 (a wlasciwie
z pewnej, tatwej do udowodnienia, modyfikacji tej rownosci) otrzymujemy
*) ov._ dp |dp
oT  oT|ov’
Teraz z rOwnania Dietericiego otrzymujemy

RT

e—a/TRV

P=v%

Stad otrzymujemy kolejno:
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op _ RTV+a o0y dp _a(V—b)—RTV?
T~ TV(V—b)°© oV VAV —=b)?

Z powyzszych rownosci oraz z (*) mamy teraz

oV _ RTV+a  VIV-b? jy s O\ (RTV2=(V=b)\ "' _
T ~ TV(V—b) RTV?—a(V—b) T V(V —b) -

_v(r4 a RTV a“_VR+a RT i_l_

N v)\v=p v) ~ ™v)v\v—p V2 B
a RT a \ !

=<R+TV><*V—5*W>

Koniec dowodu.
104. Z zad. 81 mamy:

—a/RTV

t

I ! N B T
c&r—;JC(S)dS—;j(a+bs+cs)ds—a+2bt+§ct,

0

105. Q1) = EC|:1 —e‘“‘(cos wt+ % sin wt)}.

1)
106. Po scatkowaniu przez czesci otrzymujemy
0@)=EC[1—e *(1+ut)].

107. Poszukiwana odlegto$¢ d wynosi

3/60 1/20
d= [ v(@)dt= [ (100+e™sin2mz)dt.
1/60 1/60

Stad

10 3 _ . m2m i _ . M 2n i
=375 +Zp{e 3/2°|:sm1—6 +5cos ?({' —e 1/6°[sm§(—) + - cos %:I}
108. a) Po scatkowaniu obu stron podanej w zadaniu rownosci w prze-
dziale od 0 do ¢ otrzymamy nasza rownosé.

b) Miejscami zerowymi sa punkty ¢ = nm, neN. Maksima odleglosci sa
osiagane w punktach t = nn, neN, gdy n jest nieparzyste.

t+h

109. Latwo pokazac, ze | r’¢'ds = kh.
t

111. Zauwazmy, ze

Va Va
nRT  an?® V,—nb an*(V,—V,)
= V)dv = — — ]|dV = nRTIn--2 - 2 U
J”( ) J(V—nb V2> Y b v, v,
Vi vV,

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymujemy L= 11069 J.
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112. Wiadomo, ze

Stad otrzymujemy:

o0 o0

o] i (005
0 0 0

Zauwazmy dalej, ze

e—x

1 A _eF lee“"_l_e'z"jL
Ae*—1 e A A R
(A —1) =

Poniewaz szereg po prawej stronie powyzszej rownosci jest zbiezny jednostajnie
na przedziale [0, o0), wigc otrzymujemy ostatecznie:

2f R e e f 1 1
4 —4+—+. )dx="N\14+ 55—+ 73575+ |
n= \/EJ e e )= g e

0

113. Catkowita energi¢ E n fermionéw mozna wyrazi¢ wzorem

kTS 1 1

W dowodzie nalezy skorzystac¢ z roOwnosci

0
Jx3/2e_"xdx =
0

(por. rozwiazanie poprzedniego zadania).

B

[ 8]

2a°

[\SAROS)

114. Przyjete w zadaniu zalozenia umozliwiaja wyprowadzenie nastepujg-
cego tancucha nierownosci:

+ w0

+ o

1 Meals( =9 1 Mea{x{+a{s—xl =y —s)?

|u(x, t)l < 7‘—6 4 ds < e Ta ds =
t

\ﬁ;’ \/E R

+ oo + o
2Mea|x| ‘ﬁ'__f_lz\ﬂ _()c—s)z d(S—X) Meabd
e 2\/l -e 4t =

_ _ —n’#amu\ﬁd =
2/x NN !
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+ oo +

a|x| alx| .
T

+ o

0
2Me“"e""‘|
< ————

NG

Dowodzi to naszej nierdwnosci i zbieznosci rozwazanej catki.

e du = 2Me* e,

— 20

115. Po zrézniczkowaniu wzglgdem s funkcji postaci
1

W) =e 2 H(s)

00
gdzie H(s) = ) a;s*"', mozemy rownanie Schrodingera przeksztalci¢c do
i=0

postaci
d*H dH
gT —-29:1—9_ +1’lH = 0,
2E
gdzie 2n = —— — 1.
hv

] 2
Dalej, po zrozniczkowaniu funkcji H(s) = e2" y (s), gdzie Y (s) ma postac

podana w zadaniu, a nastepnie wstawieniu do wyZej otrzymanego rownania
i zgrupowaniu wyrazow o tych samych potggach, otrzymujemy:

MQ

*) ak+i)(k+i—1)skri724 Z a,[2n—2(k+i)] sk = 0.

il

i=0
Nastepnie w pierwszej sumie rownosci (*) wyodrebniamy dwa pierwsze wyrazy
i zastgpujemy wskaznik i przez j + 2. Ponadto, w drugiej sumie wskaznik biezacy
zastgpujemy wskaznikiem j. Po tych przeksztalceniach rowno$¢ (*) przyjmuje
postac

a, ( — sk 2 ra (k+ 1) ks* 1+

+ Z La;2n—2k—=2))+a;, ,(k+j+2)(k+j+1)]s*" = 0.

j=

Poniewaz rownos$¢ (*) jest spetniona dla dowolnego s, wigc stad mamy

agk(k—1) =0
a,(k+1)k=0,
2(n—k—j
a4, = — (n=k=j) dla j=0,1,2,...

ktj+2)(ktj+1)
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Jezeli zalozymy, 7e a, # 0, to wowczas k =0 lub k = 1. W pierwszym z tych
przypadkow otrzymujemy
2(n—j)

= — ——q, j=0,1,2,...
GeaT (e M ITONE

W drugim przypadku mamy:

2(n—1—j) .
=g =0,1,2,...
aj G130 2)aj dla j=0,1,2,
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PODRECZNIKI AKADEMICKIE (Matematyka), seria €it

Matematyka, cz. I. W. Zakowski, G. Decewicz

Zawiera elementy nauki o zbiorach i funkcjach oraz podstawowe
wiadomosci z rachunku rézniczkowego i catkowego funkcji jednej
zmienne;.

Matematyka, cz. Il. W. Zakowski, W. Kotodziej

Zawiera rachunek rozniczkowy i catkowy funkcji wielu zmiennych,
wiadomosci z zakresu teorii szeregow i catek niewtasciwych oraz
elementy analizy funkcjonalne;j.

Matematyka, cz. lll. T. Trajdos

Zawiera geometrie analityczna, teorie wektorow, wyznacznikow

i macierzy oraz geometrie rozniczkowa w ujeciu tensorowym wraz
ze wstepem do teorii rozmaitosci rézniczkowalnych.

Matematyka, cz. IV. W. Zakowski, W. Leksinski
Zawiera rownania rozniczkowe zwyczajne i czastkowe, funkcje
zmiennej zespolonej oraz przeksztatcenie catkowe Fouriera.

Matematyka. Definicje, twierdzenia, przyktady, zadania

W. Leksinski, |. Nabiatek, W. Zakowski

Zawiera materiat wykladany na ¢wiczeniach z matematyki dla
studentéw pierwszych lat politechnik.

Metody numeryczne. Z. Fortuna, B. Macukow, J. Wasowski
Zawiera metody interpolacyjne i aproksymacyjne, catkowanie
numeryczne, metody rozwigzywania uktadow algebraicznych
rownan liniowych oraz réwnan rézniczkowych. Podano rowniez
przyktady programow w jezyku Turbo Pascal.
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polecaja Czytelnikom nastepujace ksigzki:

Gajek L., Kafuszka M.
Whioskowanie statystyczne. Modele i metody

Ksigzka zawiera podstawowe wiadomosci nt. przestrzeni probabilistycznych, zmiennych losowych, wektorow
losowych, proceséw stochastycznych, przestrzeni statystycznych, estymacji funkcji regresji, planowania eks-
perymentu, testowania hipotez statystycznych oraz zadan estymacji dla procesow stochastycznych.

Palczewski A.
Rownania rozniczkowe zwyczajne
Teoria i metody numeryczne z wykorzystaniem komputerowego systemu
obliczen symbolicznych
Ksiazka zawiera nowoczesny wyktad rownan rézniczkowych zwyczajnych, w ktorym powiazano klasyczna teorie
réwnan i jakosciowa analizg ich rozwiazan z metodami numerycznymi oraz z mozliwosciami komputerowego

programu obliczen symbolicznych Maple V. Podano liczne przyktady zastosowan rownan rozniczkowych w fizyce,
elektronice, ekonomii, biologii i medycynie, a takze zamieszczono zadania do samodzielnego rozwiazania.

Piskorek A.
Roéwnania calkowe
Elementy teorii i zastosowania

Ksiazka zawiera podstawowe wiadomosci z teorii rownan catkowych i ich uktadéw oraz zwiazkow tych rownan
z réwnaniami rézniczkowymi. Oméwiono w niej niektore typy rownan catkowych najczgsciej wystepujacych
w zagadnieniach fizyki i techniki. Przedstawiono ich fizyczng interpretacje oraz przyktady zastosowan.

Sobczyk K.

Stochastyczne rownania rozniczkowe

Teoria i zastosowania

Ttum. z ang. R. Wojnar, J. Wojtkiewicz
Ksiazka zawiera zwigzty wyklad teorii stochastycznych rownan rozniczkowych, metod ich rozwiazywania
izastosowan, uwzgledniajacy wyniki uzyskane w ostatnich latach. Zaprezentowano w niej analityczne, najbardziej
efektywne metody wraz z przyktadami dotyczacymi stochastycznej analizy realnych uktadow dynamicznych,

poddanych wymuszeniom losowym, a takze numeryczne metody rozwiazywania stochastycznych rownad
rozniczkowych.

Weron A., Weron R.

Inzynieria finansowa

Wycena instrumentéw pochodnych. Symulacje komputerowe. Statystyka

rynku
Ksiazka taczy ogdélng wiedzg¢ o rynkach papierow wartosciowych z nowoczesnym wykladem matematyki
finansowej, ktory obejmuje modele i metody dotyczace wyceny instrumentéw pochodnych, oceny ryzyka, a takze
statystyke rynku. Pojecia teoretyczne sq bogato ilustrowane przyktadami. Szczegotowo omdwiono tez oryginalny

pakiet komputerowy Financial Engineering Toolbox, umozliwiajacy tworcze stosowanie metod inzynierii finan-
sowej.

Wieczorkowski R., Zielinski R.

Komputerowe generatory liczb losowych

W ksigzce omowiono generatory liczb losowych, ktére s3 waznymi wspotczesnymi narzedziami badawczymi,
uzywanymi w wielu dziedzinach, m.n. do symulacji komputerowych i do préb losowych. Opisano rozmaite
generatory liczb losowych o réznych rozktadach prawdopodobiedstwa, a takze metody ich testowania.
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